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Feladatok

Szoveges feladatok

1. Egy acélgyarban négyfajta zartszelvényt gyartanak: kis, kdzepes, nagy és extra nagy méretiit. A
gyarban haromfajta gép all rendelkezésre, A, B, és C. Az alabbi tablazat azt adja meg, hogy az
egyes gépek a kiilonbozd tipusa zartszelvényekbdl éranként hany méternyit képesek elGallitani

Gép
Zartszelvény A B C
Kis 3 6 8
Kozepes 2 4 7
Nagy 2 3 6
Extra nagy 1 2 3

A gépek hetente 50 6rat miikddhetnek, és az egyes gépek miikddtetése oranként 3, 5, illetve 8
egységnyi pénzbe keriil. A terv szerint az egyes A, B, C és D tipusu zartszelvényekbdl hetente 200,
80, 60, illetSleg 60 méternyit kell legyartani.

a) Fogalmazza meg a fenti gépiitemezési problémét linearis program formajaban!
b) Keressen kezdeti bazist!

¢) A primal vagy a dudl szimplex algoritmussal oldana-e meg a feladatot? (Nem kell megoldani!)

Linearis programok grafikus megoldasa

2. Tekintsiik az alabbi linearis programot (Figyelem: az valtozokra nincs elGjelmegkotés!):

max x1 -+ X9

st. x 4+ 212 < 4
2$1 — X9 § 3
r1 — 2220 < 3

a) Oldja meg a linearis programot grafikusan!

b) Oldja meg a linearis programot (szintén grafikusan), ha a célfiiggvényt a max —x; + x2 szerint
megvaltoztatjuk!

c¢) Létezik és egyedi-e a megoldas, ha a célfiiggvény max 2z1 — z27 Indokolja valaszat grafikusan!

3. Tekintsiik az alabbi linearis programot:

min —x1 + 2x9

st. x 4+ 229 < 4
200 — a9 < 3

T > -1

i) 2 -1
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Abrazolja a megengedett tartomanyt grafikusan!

Adja meg a megengedett tartomény extrém pontjait!

Adja meg a linearis program optimalis célfiiggvényértékét és egy optimalis megoldasat!
Egyedi a megoldas? Indokolja valaszat!

Hogyan valtozik az optimaélis célfiiggyvényérték és a hozza tartozé megoldas, ha a célfiiggvényt
min x1 + o kifejezésre valtoztatjuk? Valaszat indokolja a grafikonon is!

A szimplex algoritmus hasznalata

. Oldja meg az alabbi linearis programot a szimplex algoritmus segitségével:

max 3x; + 8ro — bxz3 + 814
st. 221 4+ o + x3 + 3xy4 < 7
—x1 — 20 — T3 — x4 > —2
I 9, s, T4 Z 0

Létezik korlatos optimalis megold4ds? Ha nem, mutasson egy sugart, amely mentén nemkorla-
tossag igazolhato.

Ha létezik, adjon egy optimélis megoldast és a hozza tartozo célfiiggvény értéket.
Egyedi az optimum? Ha igen, indokolja, miért. Ha nem, adjon alternativ optimaélis megoldéso-
kat.
Valtozik-e az optimalis megoldas és célfiiggvényérték, és ha igen, hogyan, abban az esetben, ha
rendre

o x4 célfiiggvény-egylitthatdjat 3-ra csokkentjiik,

e 11 célfiiggvény-egylitthatojat 1-re csokkentjiik,

o 1 célfiiggvény-egylitthatojat 9-re noveljiik,

e ez utobbi médositas utan xo célfiiggvény-egyiitthatdjat 9-re noveljiik?

. Oldja meg az alabbi linearis programot a szimplex algoritmus segitségével:

max x1 — 2x9 + I3

s.t. T 4+ x2 + x3 < 12
201 + x2 — w3 < 6
—x1 4+ 3x9 < 9
1, 9, x3 > 0

Létezik korlatos optimaélis megoldas? Ha nem, mutasson egy sugért, amely mentén nemkorléa-
tossag igazolhato.

Ha létezik, adjon egy optimélis megoldast és a hozza tartozo célfiiggvény értéket.
Egyedi az optimum? Ha igen, indokolja, miért. Ha nem, adjon alternativ optimaélis megoldéso-
kat.
Valtozik-e az optimalis megoldas és célfiiggvényérték, és ha igen, hogyan, abban az esetben, ha
rendre

o 1 célfiiggvény-egyiitthatdjat —1-re csokkentjiik,

e 11 célfiiggvény-egyiitthatojat 2-re noveljiik,

e 1o célfiiggvény-egyilitthatojat —4-re csokkentjiik,

o 19 célfiiggvény-egyiitthatojat 3-re noveljiik?



6. Oldja meg az alabbi linearis programot a szimplex algoritmus segitségével:
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a) Létezik korlatos optimalis megoldas? Ha nem, mutasson egy sugéart, amely mentén nemkorla-

tossag igazolhato.

b) Ha létezik, adjon egy optiméalis megoldést és a hozzé tartozo célfiiggvény értéket.

c¢) Egyedi az optimum? Ha igen, indokolja, miért. Ha nem, adjon alternativ optiméalis megoldéaso-

kat.

7. Oldja meg az alabbi linearis programot a szimplex algoritmus segitségével:
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a) Létezik korlatos optimalis megoldas? Ha nem, mutasson egy sugart, amely mentén nemkorla-

tossag igazolhato.

b) Ha létezik, adjon egy optimadlis megoldast és a hozza tartozo célfiiggvényértéket.

c) Egyedi az optimum? Ha igen, indokolja, miért. Ha nem, adjon alternativ optiméalis megoldéso-

kat.

8. Oldja meg az alabbi linearis programot a szimplex algoritmus segitségével:
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a) Létezik korlatos optimalis megoldas? Ha nem, mutasson egy sugart, amely mentén nemkorla-

tossag igazolhato.

b) Ha létezik, adjon egy optimalis megoldast és a hozza tartozo célfliggvényértéket.

c) Egyedi az optimum? Ha igen, indokolja, miért. Ha nem, adjon alternativ optimélis megoldéso-

kat.

9. Oldja meg az alabbi linearis programot a szimplex algoritmus segitségével. Ugyeljen az egyenléség

és egyenlGtlenség alaku feltételekre.
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a) Keressen kezdeti béazist! Ha sziikséges, vezessen be mesterséges valtozokat.

b) Oldja meg a kapott linearis programot a megfelels szimplex algoritmus segitségével! Létezik
korlatos optimaélis megoldas? Ha nem, mutasson egy sugart, amely mentén nemkorldtossag
igazolhatd. Ha létezik korlatos optimaélis megoldés, egyedi az optimum? Ha nem egyedi, adjon

altervativ optimaélis megoldasokat.



¢) Véltozik-e az optimalis megoldas és célfiiggvényérték, és ha igen, hogyan, abban az esetben, ha
rendre
e 13 célfiiggvény-egyiitthatdjat 1-re csékkentjiik,
e 13 célfiiggvény-egyiitthatojat 12-re noveljiik,
o 1 célfiiggvény-egyiitthatdjat 1-re csdkkentjiik,
o 1 célfiiggvény-egylitthatdjat 7-re noveljiik?

A dualitas

10. Tekintsiik a 4. feladatban adott lineéris programot:

max 3xr1 + 8xro — HSrz3 + 8xy
st. 2x1 4+ x2 4+ x3 + 3zy < 7
—x1 — 239 — T3 — x4 > —2
T T3, 3, Ty > 0

a) Irja fel a linearis program dualisat és hozza standard alakra! A feladat megoldésahoz hasznalja
az aldbbi tablazatot:

Maximalizalasi Minimalizalasi
probléma probléma
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b) Keressen kezdeti bazist! Ha sziikséges, vezessen be mesterséges valtozokat.

¢) Oldja meg a kapott linearis programot a megfelels szimplex algoritmus segitségével! Egyedi az
optimum? Ha nem, adjon altervativ optimalis megoldasokat.

d) Vesse Ossze a kapott optiméalis megoldast a 4. feladatban kapott megoldassall Mit tudunk a
primél és a dual optiméalis megoldasainak kapcsolatarol?

11. Tekintsiik a 6. feladatban adott lineéris programot:

min —2x7 — 2290 4+ 33 — bxy4
s.t. T + 229 4+ 4x3 — x4 < 6
—2x1 — 30 + 3 — x4 > —12
1 + x3 + 1y < 4
1, 9, T3, zy > 0

a) Irja fel a linearis program duélisat és hozza standard alakra! A feladat megoldasahoz hasznalja
az aldbbi tablazatot:

Maximalizalasi Minimalizalasi
probléma probléma
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b) Keressen kezdeti bazist! Ha sziikséges, vezessen be mesterséges valtozokat.
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c¢) Oldja meg a kapott linearis programot a megfelels szimplex algoritmus segitségével! Egyedi az
optimum? Ha nem, adjon altervativ optimalis megoldasokat.

d) Vesse Ossze a kapott optiméalis megoldast a 6. feladatban kapott megoldassal!l Mit tudunk a
primaél és a dual optiméalis megoldasainak kapcsolatarol?

Szoveges feladatok megoldasa a szimplex algoritmussal

Egy papirgyarban lecserélik a munkagépeket. Kétfajta kartonvagd gépet szerezhetnek be: az A
tipusit gép 3 dobozt tud kivagni egy perc alatt, egy személy kell a mitikodtetéséhez és 15 ezer
egységnyi pénzbe keriil, a B tipust gép ezzel szemben 5 dobozt tud késziteni, de a feliigyeletéhez
két ember kell és 20 ezer egységnyi pénzbe keriil. A termelési terv percenként legalabb 32 doboz
legyartasa legfeljebb 12 munkés alkalmazasa mellett.

Hény A és B tipusi gépet kell beszereznie a papirgyarnak a termelési terv végrehajtasahoz ugy,
hogy a gépek beszerzési koltségeit minimalizaljuk?

a) Fogalmazza meg a fenti beszerzési problémat linearis program forméajaban!
b
¢

d

Keressen kezdeti bazist!

Oldja meg a linearis programot a primél vagy a dual szimplex algoritmussal!

~— ~— ~—

Egész értékii eredményt kapott? Ha igen, garantalt az egész értékid megoldas?

Egy szerszamgépgyarban haromfajta gépet gyartanak: az A, B és C tipusu gépeket. A legyartott
gépeket a termelési periddus végéig raktarban taroljak. Az egyes gépek legyartasahoz sziikséges
munkaidét, a gépenként termelt profitot, illetve a géptipusonként sziikséges raktérhely nagysagat
az alabbi tablazat foglalja Gssze.

Gép
Géptipus A B C
Sziikséges munkaidd [egység/gép] 2 2 1
Raktarozasi igény [m?/gép] 1 1 2
Profit [egység/gép| 3 3 2

Az C tipusu gép elkészitéséhez egy specidlis alkatrészre van sziikség, amelybdl a termelési periddus
alatt csak 15 darab &ll rendelkezésre. A termelési peribdusban 12 egységnyi munkaidd fordithaté a
gépek legyartasara, a teljes raktarméret 12 m?.

Hany darabot kell legyartani az egyes A, B illetve C tipust gépbdl a profit maximalizélasa érdeké-
ben?

a) Fogalmazza meg a fenti termelésoptimalizalasi problémaét linearis program formajaban!
b) Keressen kezdeti bazist!
)
)

¢) Oldja meg a lineéris programot a primél vagy a dual szimplex algoritmussal!

d) Egész értéki eredményt kapott? Ha igen, garantalt az egész értékid megoldas?



Megoldasok

Szoveges feladatok

1. Egy acélgyarban négyfajta zartszelvényt gyartanak: kis, kbzepes, nagy és extra nagy méretiit. A
gyarban haromfajta gép all rendelkezésre, A, B, és C. Az alabbi tablazat azt adja meg, hogy az
egyes gépek a kiilonbozd tipusi zartszelvényekbdl éranként hany méternyit képesek elGallitani

Gép
Zartszelvény A B C
Kis 3 6 8
Kozepes 2 4 7
Nagy 2 3 6
Extra nagy 1 2 3

A gépek hetente 50 orat miikédhetnek, és az egyes gépek mikdodtetése oranként 3, 5, illetve 8
egységnyi pénzbe keriil. A terv szerint az egyes A, B, C és D tipust zértszelvényekbdl hetente 200,
80, 60, illetSleg 60 méternyit kell legyartani.

a) Fogalmazza meg a fenti gépiitemezési problémat linearis program formajaban!
b) Keressen kezdeti bazist!

¢) A primal vagy a dual szimplex algoritmussal oldana-e meg a feladatot? (Nem kell megoldani!)

Megoldas:

a) Jelolje x;; azt, hogy hany o6rat forditunk az i. gépen (i € {1,2,3}) a j. tipust zartszelvény
(7 € {1,2,3,4}) gyartasara. Ekkor a linearis program:

min  3z11  +37z12 +3z13 +3x14  +5T21 +Ddx22  +5T23  +Dx2s  +8x31 +8wz2 +8x33 +8w34

s.t. r11 +T12 +z13 +Z14 <50
T21 +x22 +x23 +x24 <50

+x31  +w32  +x3z w3 <50
3z11 +6x21 +8x31 = 200

2712 +4w22 +7w32 = 80

2213 +3z23 +6x33 =60

T14 +2x24 +3x34 =60

T11,  Ti2, 13, T14, Ta1, T22, T23, T24, 31, T32, 33, T34 >0

b) A negyedik, 6todik, hatodik és hetedik feltételt akar > formaba is irhatnank, nem valtozna a
célfiiggvény értéke, hiszen a cél a koltségek minimalizalasa. Fzen feltételek invertalasaval és
maximalizalasi alakra attérve:



max *3%11 *3%12 73%13 73%14 75:1721 75x22 755623 75%24 *8LE31 *8%32 *81’33 *8:1334
s.t. T11 +x12 +x13 +Z14 <50
T21 +T22 +x23 +x24 <50
+x31 +x32  +x33  +Taa <50
—3x11 —6x21 —8w31 < —200
—2T12 —4x22 —Tx32 < —80
—2713 —3T23 —6233 < —60
—x14 —2.1‘24 —31‘34 S —60
T11, 12, 13, T14, T21, 22, x23, T24, 31, 32, 33, T34 >0

Kanonikus alakd problémét kaptunk, amelyet slack-valtozokkal standard alakra kell hozni. A

célfiiggvény egyiitthatoi mind negativak, tehat a bevezetendd slack-valtozok dual megengedett
kezdeti bazist alkotnak.

c) A fentiek miatt a megoldashoz érdemes a duél szimplex algoritmust hasznélni.

Linearis programok grafikus megoldasa

. Tekintsiik az alabbi linearis programot (Figyelem: az véltozokra nincs elGjelmegkités!):

max x1 + X9

st. x1 4+ 219 < 4
2.%'1 — i) § 3
X1 - 2IE2 é 3

a) Oldja meg a linearis programot grafikusan!

b) Oldja meg a linearis programot (szintén grafikusan), ha a célfiiggvényt a max —x; + xo szerint
megvaltoztatjuk!

c¢) Létezik és egyedi-e a megoldas, ha a célfiiggvény max 27 — 227 Indokolja valaszat grafikusan!

Megoldas: A megengedett tartomény grafikusan:

2x1—x2§3

1
a) A célfiiggvény normalvektora az {

1] vektor, ebbdl adodik az x = [il] = E] egyedi extrém
2

pont megoldas.

latos. Példaul a [il} = [8} + A [ _}] , A > 0 sugar mentén haladva a célfiiggvény értéke %/\
2 2

-1
b) Ekkor a célfiiggvény normalvektora a [ 1] szerint modosul, igy az optiméalis megoldas nemkor-
A

szerint novekedik.

c¢) Alternativ optimalis megoldasok a [il} = { ﬂ A B] , A € [0, 1] halmazban.
) _

7



3. Tekintsiik az alabbi linearis programot:

min —x; + 2x9

st. 1 + 2x9 < 4
2.T1 - T S 3

T 2 -1

xZ9 Z -1

Abrazolja a megengedett tartoméanyt grafikusan!
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Adja meg a megengedett tartomény extrém pontjait!

Adja meg a linearis program optimalis célfiiggvényértékét és egy optimalis megoldasat!

o

Egyedi a megoldas? Indokolja valaszat!

Hogyan valtozik az optimalis célfiiggyvényérték és a hozzé tartozd megoldas, ha a célfiiggvényt
min z; + 2o kifejezésre véltoztatjuk? Valaszat indokolja a grafikonon is!

¢

Megoldas:
a) A megengedett tartomany grafikusan:

T > —1, X2
2$1—l’2§3

R T, + 229 < 4

I

b) Az extrém pontok a grafikus abrazolasbol konnyen kaphatok:

| A s A (A

¢) A megengedett tartoméany korlatos, igy garantalt, hogy az optimalis megoldéas el6all annak

valamely extrém pontjan. Konkrétan ott, ahol a ¢’ szorzat minimalis az Osszes @, extrém
ponton:
cTzzzl = [—1 2] -1 =-1 cTacg = [—1 2] -1 =6
-1 ’ 2.5 ’

c'zy=[-1 2] [ 2] =0, c'zy=[-1 2] [_1} = -3

1
B J extrém ponton all el6.

d) A megoldas egyedi, ugyanis a célfiiggvény —z; + 2z9 = —3 konturja csak egy pontban, az

Ebbdl az optimalis megoldas —3, ami az x4 = [

1 _ )
Ty = {_1] extrém pontban érinti a megengedett tartoményt.

e) A célfiiggvény ¢! = [—1 2] 16l T = [1 1] _re valtoztatésa esetén 'Lz, szorzatok:

-1 -1
My =1 1] [_J =2, Tz=[1 1] [2_5] = 1.5,

Ty =[1 1] [ 1] =3, clzy=[1 1] [_ﬂ =0



-1
megvaltoztatott célfiiggvény szerinti optimalizalas megfelel a megengedett tartomany poliédere

Ebbdl az optimalis megoldas —2, ami az x; = extrém ponton all el6. A grafikonon a

-1 . . .
és a [_ 1] normalvektori hipersik érintépontja meghatarozasanak.

2.%'1—$2§3

I

A szimplex algoritmus hasznalata

. Oldja meg az alabbi linearis programot a szimplex algoritmus segitségével:

max 3x; + 8ro — OSx3 + 814
st. 221 4+ 2 + x3 + 3xy4 < 7
—r1 — 2x9 — X3 — T4 > —2
I 9, xr3, Ty Z 0

Létezik korlatos optimalis megoldds? Ha nem, mutasson egy sugart, amely mentén nemkorla-
tossag igazolhato.

Ha létezik, adjon egy optimaélis megoldéast és a hozza tartozo célfiiggvény értéket.
c¢) Egyedi az optimum? Ha igen, indokolja, miért. Ha nem, adjon alternativ optiméalis megoldéaso-
kat.
Valtozik-e az optimalis megoldas és célfiiggvényérték, és ha igen, hogyan, abban az esetben, ha
rendre

o x4 célfiiggvény-egyiitthatdjat 3-ra csokkentjiik,

e 11 célfiiggvény-egyiitthatojat 1-re csokkentjiik,

e 1 célfiiggvény-egyiitthatdjat 9-re noveljiik,

e ez utobbi moédositas utan xo célfiiggvény-egyiitthatdjat 9-re noveljiik?

Megoldas: Az x5 és xg slack-valtozok bevezetése és a masodik feltétel invertaldsa utan a slack-
valtozok trivialis kezdeti egységbézist alkotnak. A megoldashoz ezért a primal szimplex algoritmust
hasznaljuk. A kezdeti szimplex tabla:

z| x4 x9 T3 T4 Ts xg | RHS
z |[1|-3 -8 5 -8 0 0 0
x5 | 0| 2 11 3 1 0 7
z6 | 0] 1 1 1 0 1

Az x9 belép a bazisba, az xg kilép.



z|x T w3 x4 x5 x6 | RHS
z 1] 1 0 9 —4 0 4 8
3 1 5 1
1 1 1 1
Az x4 belép a bazisba, az xo kilép.
z| x1 x x3 w14 x5 X6 | RHS
z |1 5 8 13 0 0 8 16
x50 —-1 =5 =2 0 1 -3 1
x4 | 0 1 2 1 1 0 1 2
I 0
Optimalis szimplex téabla. A megoldas « = zQ = 8 , a célfiiggvény értéke 16. A megoldéas
3
Ty 2

tehat létezik, korlatos, tovabba egyedi is.

A d) pont megoldasahoz érzékenységvizsgalatot kell végezni az optimélis szimplex tablan a célfiigg-
vény megvaltoztatasa mellett.

e x4 célfiiggvény-egyiitthatoja 3-ra csokken: az optimélis szimplex tablaban x4 bazisvaltozo,
igy az érzékenységvizsgalat elvégzéséhez tigy kell moédositanunk a szimplex tablat, hogy x4
sordnak ¢ — ¢y = 3 — 8 = —5-sz0r0sét hozza kell adni a nulladik sorhoz és az x4-hez tartozo
elemet nullazni kell.

A kapott tdbla nem primal optimalis:

z| x4 x9 x3 T4 x5 xg | RHS
z |1 0 -2 8 0 0 3 6
zs |0l -1 -5 -2 0 1 -3 1
g [0] 1 1 1 0 1 2

x4 kilép a bazisbol, xo belép, a kapott tabla optimalis:

z|x1 x9 x3 x4 x5 x¢ | RHS
z |[1] 1 9 1 0 4 8
sl0[ 3 0 4§ 15| o
72]0] 5 3 3 0 5

Az érzékenységvizsgalat eredménye: o célfiiggvény-egyilitthatojanak 3-re cstkkentése esetén

I 0
1
az optimalis megoldas x = ? = 1ol (korlatos és egyedi), a célfiiggvény értéke 8.
3
T4 0

e 11 célfiiggvény-egyiitthatoja 1-re csékken: mivel az optimaélis szimplex tablaban x1 nembazis-
valtozo, igy célfiiggvény-egyiitthatojanak csokkentésére redukalt koltsége né (2] = 21 — (¢ —
1) =5—(1-3)=72>0), ilyenkor a tabla garantaltan optiméalis marad. A megoldas tehat
nem valtozik.
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o 1 célfiiggvény-egyiitthatéja 9-re né: ebben az esetben x7 nembazisviltoz6 redukalt koltsége

csokken: 2] = z1 — (] —¢1) =5 — (9 —3) = —1. Mivel 2] negativva valtozott, a tabla immar
nem optimalis, igy a priméal szimplex algoritmus segitségével ismét optimalizadlnunk kell azt.
A megvaltoztatott szimplex tébla:

z| x xo x3 T4 x5 xg | RHS
z |1|-1 8 13 0 0 8 16
z5 |0 -1 =5 =2 0 1 -3 1
x4 |0 2 1 1 0 1 2

x1 belép a bazisba, x4 kilép, a pivot utan kapott tabla optimalis:

z|x x> x3 T4 x5 x6 | RHS
z |1 0 10 14 1 0 9 18
zs|0] 0 -3 -1 1 1 -2 3
z1|0] 1 2 1 1 0 1 2

Az érzékenységvizsgalat eredménye: x1 célfiiggvény-egyiitthatdjanak 9-re névekedése esetén

I 2
az optimalis megoldas x = ? = 8 , (korlatos és egyedi), a célfiggvény értéke 18.
3
X4 0

e Fz utébbi modositas utan xo célfiiggvény-egyiitthatoja 9-re né: xo a kapott optimalis tablaban

nembézisvaltozo, koltsége a valtoztatas utan csokken: 2 = z9—(ch—co) = 10—(9—8) =9 > 0,
tehat a tabla optimalis marad.

5. Oldja meg az alabbi linearis programot a szimplex algoritmus segitségével:

max x1 — 2T2 + I3

s.t. T 4+ x2 + x3 < 12
201 + xo — x3 < 6
—x1 4+ 3x9 < 9
x1, x2, g > 0

Létezik korlatos optimalis megoldéds? Ha nem, mutasson egy sugart, amely mentén nemkorla-

tossag igazolhato.

Ha létezik, adjon egy optimaélis megoldéast és a hozza tartozo célfiiggvény értéket.

Egyedi az optimum? Ha igen, indokolja, miért. Ha nem, adjon alternativ optimaélis megoldéso-

kat.

Valtozik-e az optimalis megoldas és célfiiggvényérték, és ha igen, hogyan, abban az esetben, ha

rendre
e 11 célfiiggvény-egyiitthatojat —1-re csokkentjiik,

e 1 célfiiggvény-egyiitthatojat 2-re noveljiik,

o 1o célfiiggvény-egylitthatdjat —4-re csokkentjiik,

o 1o célfiiggvény-egylitthatdjat 3-re noveljiik?

Megoldas: Hasznaljuk a priméal szimplexet a slack-valtozok éaltal alkotott kezdeti egységbazisra.
A optimalis szimplex tébla:

z|x T w3 x4 x5 xg | RHS
z |10 3 0 1 0 0 12
zz (0] 0 2 1 2 -1 0 6
z |01 2 0 2 %+ 0
zg |0 02 0o & 1 1| 15
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Ebbdl az optimalis megoldas: [xl To I3 T4 Xy xdT: [6 0 6 0O 15}T, az eredeti val-

tozodk terében [ml T9 .’Eg]T = [6 0 G]T, a célfiiggvény értéke 12.

Az x5 nembazisvaltozohoz a nulladik sorban z5 = 0 &ll, és a bazis nemdegeneralt, vagyis a fenti
optiméalis megoldas nem egyedi. Példaul alternativ optimumok az alabbi halmaz elemei:

1
)
3
Tq
T5
L76.]

|
>
W = O W= O Wi

[a)
AN
>
N
=
oo

co oo o
|

—
ot

Az eredeti valtozok terében:

T 6 %
zo| = (0] + A of, 0<A<18
T3 6 %

A d) pont megoldasahoz érzékenységvizsgalatot kell végezni az optimalis szimplex tablan a célfiigg-
vény megvaltoztatasa mellett.

e 11 célfiiggvény-egyiitthatoja —1-re csokken: az optimalis szimplex tablaban x; bazisvaltozo,
igy az érzékenységvizsgalat elvégzéséhez tugy kell moédositanunk a szimplex tablat, hogy x;
sordnak ¢ —c¢; = —1 — 1 = —2-sz0r6sét hozzé kell adni a nulladik sorhoz és az x1-hez tartozo
elemet nulldzni kell.

A kapott tabla nem optimaélis:

z|x1 x9 x3 x4 5 x¢ | RHS
z |10 2 0 3 -2 0 0
1 2 1
2 1 1
n 0] 1 2 o ! 0| 6
11 1 1
x5 belép a bazisba, x; kilép.
z| ® ®y w3 x4 x5 x| RHS
z |1 2 3 0 1 0 0 12
x3 | 0 1 1 1 1 0 0 12
x5 | 0 3 2 0 1 1 0 18
g |0} -1 3 0 0 0 1 9

A kapott tabla optimélis. Az érzékenységvizsgalat eredménye: 1 célfiiggvény-egyiitthatojanak

I 0
—1-re csokkentése esetén az optimalis megoldas © = [xz2| = | 0|, (korlatos és egyedi), a
T3 12

célfiiggvény értéke valtozatlanul 12. Figyeljiik meg, hogy ugyanez a A = 18 vélasztas mellett.
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e 1 célfiiggvény-egyiitthatoja 2-re ng: ebben az esetben x; sordnak ¢ —c; = 2 —1 = 1-szeresét
kell hozzdadni a nulladik sorhoz.

z|x T w3 x4 x5 x| RHS
11 4 1
1 2 1
2 1 1
11 1 1

A kapott tabla optimélis, a megoldas nem valtozik, az optimalis célfiiggvényérték azonban
igen, x1 ,értékének” kétszeresére novekedése 18-re noveli az optimumot. A megoldas most mar
egyedi, ellentétben az eredeti feladat megoldéaséval.

e 19 célfiiggvény-egyiitthatoja —4-re csokken: mivel nembézisvaltozo célfiiggvény-egyiitthatojanak
csOkkentése sosem moédositja az optimalis megoldéast, igy a tabla marad optimalis.

o 1, célfiiggvény-egyiitthatdja 3-re né: a nulladik sorban z9 redukalt koltsége negativva valtozik,
hiszen 25 = 29 — (ch, — c2) =3 — (3 —(—2)) = —2 < 0, igy a megoldas a tovabbiakban nem
optimalis. A moédositott tabla:

z|x ® w3 x4 w5 x| RHS
z |11 0 =2 0 1 0 0 12
1 2 1
2 1 1
11 1 1
Az optimalis tabla:
Z|x Ty X3 X4 5 ze | RHS
13 2 6 222
7 4 1 51
3 3 2 36
1 1 3 45

Az érzékenységvizsgalat eredménye: x célfiiggvény-egylitthatojanak —1-re csokkentése esetén
6

3
Iy 11
az optimalis megoldas © = |22 | = i‘;’ , (korlatos és egyedi), a célfiiggvény értéke %
I3 11

6. Oldja meg az alabbi linearis programot a szimplex algoritmus segitségével:

min —2x; — 2x2 4+ 33 — Ddxy4
s.t. T + 229 4+ 4x3 — x4 < 6
—2x1 — 30 + 3 — x4 > —12
1 + x3 + 1y < 4
1, T2, 3, 4y > 0

a) Létezik korlatos optimalis megoldas? Ha nem, mutasson egy sugart, amely mentén nemkorla-
tossag igazolhato.

b) Ha létezik, adjon egy optiméalis megoldést és a hozzé tartozo célfiiggvény értéket.

c) Egyedi az optimum? Ha igen, indokolja, miért. Ha nem, adjon alternativ optimélis megoldéso-
kat.
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Megoldas: A célfiiggvényt invertalva maximalizalasi problémara konvertaljuk, majd a maéasodik
sort invertalva a slack-valtozok oszlopaibol primal megengedett egységbazist kapunk. A primal
szimplexet hasznalva az optimaAlis szimplex tébla:

z|lx1 x9 x3 x4 x5 x¢ a7 | RHS

11 20 2 13 76
|1y 05 00 35 F| %
4 19 2 5 14

1 2 1 1 8

z4 0] 1 O 1 1 0 0 1 4

Az eredményeket invertalni kell, hiszen az eredeti probléma minimalizalasi feladat volt. Igy a

minimalizal4si probléma az optimuméat az [a:l To X3 1:4]

fel, és itt a célfiiggvény értéke —?. Az optimum egyedi.

T:[O

—% 0 —4]T pontban veszi

. Oldja meg az alabbi linearis programot a szimplex algoritmus segitségével:

max 3z; + 22 — I3
st. 2x1 — 4dx9 — x3
Ty + x99 + 2x3
T — X9 — 41)3
Ty, T2, L3,

+
+

_|_

T4

Ty S 8
3rg < 10

T4 < 4

T4 Z 0

a) Létezik korlatos optimalis megoldas? Ha nem, mutasson egy sugart, amely mentén nemkorla-

tossag igazolhato.

b) Ha létezik, adjon egy optimalis megoldast és a hozza tartozo célfliggvényértéket.

c) Egyedi az optimum? Ha igen, indokolja, miért. Ha nem, adjon alternativ optimélis megoldéso-

kat.

Megoldas: Az optimalis megoldas nemkorlatos. A kezdeti szimplex tabla:

z| x4 x2 x3 x4 T5 x¢ x7 | RHS
z |1|-3 -2 1 -1 0 0 O 0
x5 | 0 2 -4 -1 1 1 0 0 8
26 | 0 11 2 -3 0 1 0 10
z7 | 0 -1 -4 1 0 0 1 4
Az zq valtozo belép, x7 kilép (kiléphetne x5 is).
zZ|x o r3 w4 x5 xg x7 | RHS
z |1 0 —5 —11 2 0 0 3 12
x5 |0 0 =2 -1 1 0 -2 0
g |0 0 2 6 -4 0 1 -1
z1 |0 1 -1 —4 1 0 0 1
Degeneralt pivot utan:
zZ | x To9 X3 ry w5 wg w7 | RHS
57 3 11 1
2 1 1 2
20| 0 0 -2 -8 1 3| ¢
15 3 4 1

14



A primél szimplex utolso tablaja:

Z|x1 T I3 T4 T5 g z7 | RHS

84 4 57 37 327

#2110 0 0 -3 -5 % %| T3
5 11 3 6

11 3 7 5 21

18 1 15 7 97

Ebbdl lathato, hogy x4 tetszblegesen novelhets. A nemkorlatossagot okozd sugar tehat a slack-
valtozokkal kibGvitett, illetve az eredeti valtozok terében:

97 18
z1 13 13
21 11 o _ - - -
2 13 13 . o7 18
z 6 5 1 213 13
3 13 13 " 21 11
= A A>0 =Bl +aB a>0
gl =0 +A[1],A> = |8+ A
T3 - Ta
Ts 0 0 13 13
Ty 0 1
6 0 0 L L L
T7 0 0

Ekkor a célfiiggvény értéke a ‘%7 + )\%, A > 0 szerint alakul.

. Oldja meg az alabbi linearis programot a szimplex algoritmus segitségével:

min 3:61 — )

st. x1 — 3x9 > -3
2¢1 4+ 3x9 > —6
2¢1 + 2 <08
41‘1 — €T < 16

a) Létezik korlatos optimalis megoldas? Ha nem, mutasson egy sugart, amely mentén nemkorla-
tossag igazolhato.
b) Ha létezik, adjon egy optiméalis megoldést és a hozza tartozo célfiiggvényeértéket.

c) Egyedi az optimum? Ha igen, indokolja, miért. Ha nem, adjon alternativ optimélis megoldéso-
kat.

Megoldas: Vegyiik észre, hogy a valtozokon nincs elGjelmegkotés. Az x1 = y1 — yo,y1 > 0,92 > 0
és az x3 = Y3 — Ya,ys > 0,y4 > 0 helyettesitések utan, kanonikus formaji maximalizalési alakba
irva:

max —3y1 + 3y2 + Y3 — Y
s.t. -y + y2 4+ 3ys — 3ys < 3
—2y1 + 2y2 — 3y + 3ys < 6
21 — 2y2 + y3s — wya < 8
dy1 — 4y — y3s + ys < 16
Y1, Y2, Y3, yr. > 0

Slack-valtozokkal standard alakra attérve és a primél szimplex algoritmust felhasznalva az optimalis
szimplex tabla:

15



Z2| Y1 Y2 Y3 Y4 Ys Ye yr ys | RHS
z 1] 00 0 0 ¥ & 0 0 9
y/0/-1 1 0 o + 1 0 3
ys | 0 0 -1 1 -2 4% 0 0
y7{0 0 0 0 0 § £ 1 0| 14
ys | 0 0 0 ¥ 4 0 1| 28
Az eredeti minimalizalasi probléma optimuma —9, amelyet az 1 = y1 —yo = —3, z2o =y3 —ys =0

pontban vesz fel. Vegyiik észre, hogy az optimélis szimplex tabla y; nembazisvaltozohoz tartozd
oszlopaban (az els6 oszlop) yo —1 egyiitthatoval szerepel. Tehat y; noévelésére yo ugyanennyivel
csokken, vagyis az x1 = y; — yo értéke véltozatlan marad. Ugyanez igaz ys és y4 valtozokra is. A
helyettesitett linearis programnak tehat végtelen sok megoldasa van, de ezekhez az eredeti lineéris

programban ugyanazok az [ml :L'Q]T pontok tartoznak.

. Oldja meg az alabbi linearis programot a szimplex algoritmus segitségével. Ugyeljen az egyenléség
és egyenlGtlenség alaku feltételekre.

max 3r; -+

st. 2x1 +
r1 +
T,

4xs +
€T —
T2 +
T2 +
z2,

33;3
L3
3

2ZE3

L3,

+ o+

5%4
T4
T4
T4
T4

VN IV

11
8
10
0

a) Keressen kezdeti béazist! Ha sziikséges, vezessen be mesterséges véltozokat.

b) Oldja meg a kapott linearis programot a megfelels szimplex algoritmus segitségével! Létezik
korlatos optimaélis megoldas? Ha nem, mutasson egy sugart, amely mentén nemkorlatossag
igazolhat6. Ha létezik korlatos optimélis megoldés, egyedi az optimum? Ha nem egyedi, adjon
altervativ optimélis megoldasokat.

¢) Véltozik-e az optimalis megoldas és célfiiggvényérték, és ha igen, hogyan, abban az esetben, ha

rendre

e 13 célfiiggvény-egyiitthatdjat 1-re csékkentjiik,

e 13 célfiiggvény-egylitthatdjat 12-re noveljiik,

e 11 célfiiggvény-egyiitthatojat 1-re csokkentjiik,

o 1 célfiiggvény-egylitthatdjat 7-re noveljiik?

Megoldas:

a) Slack-valtozokkal standard alakra attérve:

max
s.t.

3.%'1
21’1
z1

X,

_l’_
+
_l’_

4:62
x2
Z2
x2
x2,

+ 3%3
— 3
+ I3
+ 2z3

z3,

5(L‘4
Lq
Tq
Ty
T4,

+ 4+ +

Ts5,

+ 6
Te6

Vol

11
8
10
0

Nincs trivialis kezdeti egységbazis, egyediil a harmadik feltétel slack-valtozojat biztos, hogy
érdemes a bazisba valasztani. A maradék két bazisvaltozot a xy és xg mesterséges valtozok
bevezetésével biztositjuk.

max 3xr; -+

st. 2x1 +
1 +
Ty,

4x9
Z2
T2
Z2
€2,

+

3x3
z3
€3
233‘3
z3,

9T 4
T4
T4
T4
T4,

+ o+

16

Ts,

+ X6

Z6,

X7,

I3

g

AV

11

10



Az elsé fazisban tehat a primél szimplex algoritmust hasznaljuk az zg, 7 és xg valtozok oszlopai
altal alkotott kezdeti egységbéazisra. Cél az x7 és xg mesterséges valtozok ,eltlintetése’”.

min
st. 21 4+ 2 — 3
Ty + x2 + T3
— T2 + 2x3
x1, z2, L3,

_'_

Lq
Tq
Lq

X

4,

x

Ts5,

5

_l’_

L6
Z6,

T

+ @7

€,

+ xrs
+ xTrs
€rg

AV

11
8
10
0

Maximalizalasra attérve (ne felejtsiink a végén —1-gyel szorozni). Az els6 fazis tablaja a B =
{7, x5, x6} valtozok altal meghatarozott egységbazisban:

z|x T T3 14 x5 x5 X7 x8 | RHS
z |10 0 0 0 0 0 0
xz7 |0 2 1 -1 -1 0 1 0 11
zs |01 1 1 1 0o 0 1 8
zx |0 0 -1 2 1 0 1 0 0 10

Még nem szimplex tabla, ahhoz a nulladik sorban a bekeretezett értékeket ki kell nulldzni. A

kapott tabla:

Z| 1 x2 w3 x4 x5 xe x7 x8 | RHS
z |1/ -3 -2 0 -2 1 0 0 0| -19
z7 [0 1 -1 1 -1 0 1 0f 11
zg 0] 1 1 1 1 0 0 1 8
|0 0 -1 2 1 0 1 0 0| 10

els§ fazis optimaélis tablaja:

z|w wy x3 x4 x5 we w7 | RHS
z |10 0 0 0O 0 0 1 1 0
zn|0f 1 2 0 2 -1 o L 11D
zs|0 0 4 1 1 L1 o -1 2 5
w0 0 -3 0o & -2 1 2 4] 2N

b) Futtassuk a primal szimplex algoritmust a kapott tablan. x; belép a bazisba, x7 kilép, stb. Az

A célfiiggvény értéke 0, igy az eredeti feladatnak létezik megengedett megoldasa. A mesterséges
valtozok kiléptek a bazisbol, igy x1, x3 és zg oszlopa bazisként hasznalhatd a méasodik fazisban,
az x7 és xg oszlopa elhagyhat6. Beirva az eredeti célfiiggvényt (ne felejtsiik az egyiitthatokat

invertalni):
z| x4 w2 x3 x4 x5 x¢ | RHS
z |1 —4 -5 0 0| 0
|0 1 2 0 2 -3 o ¥
zg |0 0 3 1 & & o 3
|0 0 -2 0 + -2 1| 2
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A bekeretezett egyiitthatokat nullazva szimplex tablat kapunk:

z|xy x92 x3 x4 x5 x| RHS
z |[1] 0 -1 0 =2 0O O 24
|01 2 0 2 -1 o ¥
z3 |0 0 ¥ 1 | £ 0 2
|0 0 -2 0o & -2 1| 2

x4 belép a bazisba, x3 kilép.

z|xy ® w3 x4 x5 x| RHS
z |10 1 6 0 2 0 34
z1|0] 1 0 -2 0 -1 0 3
g |0 O 1 3 1 1 0
z¢|0] 0 -2 -1 0 -1 1 )

A kapott tabla optimélis. A célfiiggvény optimuma 34, a megoldas egyedi mert a nembazisval-
tozokhoz tartozé értékek a nulladik sorban mind szigortian pozitivak.

c) Erzékenységvizsgalatot kell végezni az optimalis szimplex tablan a célfiiggvény megvaltoztatasa
mellett.
o 13 célfiiggvény-egyiitthatdja 1-re csokken: mivel nembézisvaltozé célfliggvény-egytitthatdojanak
csOkkentése nem modositja az optimalis megoldast, igy a tabla marad optimaélis.
e 13 célfiiggvény-egyiitthatéja 12-re né: a nulladik sorban xs redukalt koltsége negativva
valtozik, hiszen 25 = z3 — (¢4 —c3) =6 — (12— 3) = —3 < 0, igy a megoldas a tovabbiakban
nem optimélis. A moédositott tabla:

z|x1 ®x x3 w4 x5 xg | RHS
z 110 1 -3 0 2 0 34
zx|0l 1 0 -2 0 -1 0
[0 0 1 1 1 0 5
z¢|0| 0O -2 -1 0 -1 1

x3 belép a bazisba, x4 kilép, a kapott szimplex tabla optimaélis:

z|lx1 x2 x3 x4 x5 xg¢ | RHS
z |10 2 0 1 3 0| 39
|01 %2 0 2 -3 o0 ¥
z3|0) 0 F 1 3 & 0 3
|0l 0 -2 0 + -2 1| %

Vagyis x3 ,értékének” novelésére xs felvaltja x4-et a bazisban, tehat az optimalis megoldas

T %

0 . .
ii = % . Ezzel egy id6ben a célfiiggvény értéke 39-re né.
Ty 0

e 11 célfiiggvény-egyiitthatdja 1-re csokken: az optimélis szimplex tablaban x1 bazisvaltozo,
igy az érzékenységvizsgalat elvégzéséhez gy kell modositanunk a szimplex tablat, hogy z;
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sordnak ¢j —c¢; = 1 —3 = —2-szeresét hozza kell adni a nulladik sorhoz és az x;-hez tartozo
elemet nullazni kell.

z|x x> x3 14 x5 x6 | RHS
z |1] 0 1 10 O 4 0 28
z (0] 1 0 -2 0 -1 3
x4 /O O 1 3 1 1 0 5
|0l 0 =2 -1 0 -1 1 5

A téabla marad optimaélis, igy az optimaélis megoldis nem véltozik, de a célfiiggvényérték
28-ra csokken.

e 1 célfiiggvény-egyiitthatoja 7-re nd: most xq sordnak ¢} —c¢; = 7 — 3 = 4-szeresét kell
hozzaadni a nulladik sorhoz.

z|x ®» x3 w4 x5 xg | RHS
z |10 1 -2 0 -2 0 46
z (0] 1 0 -2 0 -1 0
xg |0 0 1 1 1 0
zx |0 0 =2 -1 0 -1 1 5

x3 belép a bazisba, x4 kilép. A végss optimalis szimplex tabla:

z|x1 x> x3 x4 x5 x5 | RHS
z (110 3 4 2 0 O 56
x1 |0 1 1 0 0 8
x5 | 0 13 1 1 0
xzg | 0 -1 2 1 0 1 10
T 8
Az optiméalis megoldas iz = 8 . Fzzel egy idGben a célfiiggvény értéke 56-ra nd.
T4 0

A dualitas

10. Tekintsiik a 4. feladatban adott lineéris programot:

max 3x; + 8ro — bxz + 81y
st. 2x1 + 1z + x3 4+ 3xy4 < 7
—xr1T — 2.7,‘2 — T3 — Ty Z —2
I 9, 3, T4 Z 0

a) Irja fel a linearis program dualisat és hozza standard alakra! A feladat megoldésahoz hasznélja
az aldbbi tablazatot:

Maximalizalasi Minimalizalasi
probléma probléma
3 > o <0 IS
B 0
= < — >0 =
) - - N
&~ = — tetszGleges >
IS >0 — > 3
3 5
= <0 — < p=]
Yav] - - o)
> tetszGleges — = &
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b) Keressen kezdeti bazist! Ha sziikséges, vezessen be mesterséges valtozokat.

c¢) Oldja meg a kapott linearis programot a megfelels szimplex algoritmus segitségével! Egyedi az
optimum? Ha nem, adjon altervativ optimalis megoldasokat.

d) Vesse Ossze a kapott optiméalis megoldast a 4. feladatban kapott megoldassal!l Mit tudunk a
primél és a dual optimalis megoldasainak kapcsolatarol?

Megoldas:

a) Bevezetve a wy és w) dualis valtozokat rendre az els6 és a masodik sorhoz, a kapott duélis:

min Tw; — 2w}
st 2w — wh > 3
w; — 2w, > 8
wp — wh > =5
3w1 - U)/2 Z 8
w1q Z 0
wh < 0

A standard alak megadasédhoz az alabbi modositasokat kell elvégezniink:
e at kell térniink maximalizalasi alakra a célfiiggvény invertélasaval (a kapott megoldéast majd
szorozni kell —1-gyel),

e wl jelenleg nemporzitiv, igy a we = —w) helyettesitéssel nemnegativ valtozora kell konver-
talni (az egyiitthatoinak elGjele kdzben szintén véltozik),
e végiil slack-valtozokat kell bevezetni az Osszes sorhoz.

A kapott standard alak:

max —Tw; — 2w

s.t. 2wy + wy — w3 = 3
w1 + 2wo —  wy = 8
w1 + w9 —  Wws = =5
3wy +  ws — we = 8
w1, wa, ws w4 Ws We 2 0

b) A kapott standard alakban a slack-valtozok kezdeti dual-megengedett (primal-optiméalis) ba-
zist alkotnak, igy hasznalhatnank a duél szimplex moédszert. Ehelyett most, gyakorlasképpen,
vezessiink be mesterséges valtozokat.

Els6 1épésként a RHS egyiitthatoit kell pozitivva tenni, ehhez invertaljuk a 3. feltételt.

max —7w1 — 2w2
s.t. 2w, + we — ws = 3
w1 + 2ws — W4 = 8
—WwW1 — w2 + ws = 5
3wy +  we — wg = 8
w1, wa, w3 Wy ws we > 0

wy slack-valtozé oszlopa alkothatja a bazis egyik oszlopat, a maradékot wy, ws és wg mester-
séges valtozok bevezetésével kaphatjuk meg. A célfiiggvényt modositjuk a mesterséges valtozok
eliminalasa céljabol: min w7 + wg + wg = — max —wy —wg —wy. (A végén ne felejtsiik invertalni
a kapott célfoggvényértéket!)

max -1 - 1 - 1
st. 2wy 4+ we — ws +  wry = 3
wy + 2ws — w4 +  ws = 8
—wp — W2 +  ws = )
3w +  wq —  Wg + w9 = 8
w1, wa, w3, wy, ws, we, wry, ws, wg > 0

A kezdeti bazis tehat a ws, wr, wg és wg valtozok oszlopaibdl alkotott egységmatrix.
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c) A feladatot tablazatba irva (ne felejtsiik a nulladik sort invertalni):

z | w wy w3 wg ws wg wy wg wg | RHS
z |1/ 0 0 0 0 0 0 0
wr |0 2 1 -1 0 0 0 1 0 0 3
wg |0 1 2 0 -1 0 0 0 1 0 8
ws |0 -1 =1 0 1 0 0 0 0 5
wg 0] 3 1 0 0 -1 0 0 1 8

A kapott alak még nem szimplex tabla, mert a nulladik sor bekeretezett elemei nemzérok. Vonjuk

ki a wr, wg és wg sorat a nulladik sorbol:

z wp w2 W3 W4 W5 W Wy Wg W9 RHS
z 1] -6 —4 1 1 0 1 0 0 0] —19
wr | 0 1 -1 0 0 1 0 0 3
wg | 0 1 2 0 -1 0 0O 1 0 8
ws | 0] =1 —1 1 0O 0 O 5
wg | 0 3 1 0 O 0 -1 0 0 1 8
wi belép a bézisba, wry kilép.
z|wy wy w3 wg ws wg wy wg wg | RHS
z 1 0 -1 =2 1 0 1 3 0 0] —-10
1 1 1 3
3 1 1 13
ws [0 0 —3 —3 0 1 0 o] ¥
1 3 3 7
w0 0 =5 [3] 0 0 -1 -3 o 1| ]
w3 belép a bézisba, wg kilép.
z|wy wy wg wg ws wg w; wg wg | RHS
5 1 4 16
1 1 1 8
5 1 1 16
2 1 1 23
1 2 2 7
wg belép a bézisba, wsg kilép.
Zz|wp we w3z w4 ws wg wy wg wg | RHS
z 1 0O 0 O 0 o0 0 1 1 1 0
1 2 1 2 8
3 1 3 1 16
2 1 2 1 49
1 3 1 3 17
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Optimalis tablat kaptunk, vége az elss fazisnak. A célfiiggvény értéke 0, igy az eredeti feladatnak
létezik megengedett megoldasa. A mesterséges valtozok kiléptek a bazisbodl, igy wr, wg és wq
oszlopa elhagyhato.

A duélis feladat célfiiggvényét a tablaba irva (ne felejtsiik el invertélni az egyiitthatokat):

w1 w2 W3 W4 Ws RHS

0

§

o

U= N Ol oY=

OOO}—‘!
OOD—‘O!

- o o o
\

S

I
O O O O |w
o = O OO
Slee o= o= o | O
9|5 B 9IS oo o

Még nem szimplex tabla, ahhoz ki kell nullaznunk a bekeretezett elemeket a nulladik sorban:

z|w wy w3 wg ws wg | RHS
z |1l 0 0 0 -t o 2 -2
wy [0 1 0 0|3 0 -2 8
wp [0 O 1 0 -2 o +| I8
ws |0 0 0 0 -2 1 -t %
wy|0] 0 0 1 - o =2 &

wy belép a bazisba, wy kilép.

z|w wy w3z wg ws wg | RHS
z 1|1 0 0 0 0 2| -16
wy|Of 5 0 0 1 0 -2 8
wy O 3 1 0 0 0 -1 8
ws O 2 0 0 0 1 —1] 13
wg|Of 1 0 1 0 0 -1 5

Optimalis szimplex tablat kaptunk, vége a masodik fazisnak. Az optimalis célfliiggvényérték
—16, az eredeti minimalizalasi duél probléma célfiiggvényértéke tehat 16. Az optimalis megoldéas

w = wi| _ |0 egyedi

A dualités erds tétele miatt a primal optimalis célfiiggvényértéke (16) megegyezik a duél opti-
malis célfiiggvényertékével (16).
A komplementaritas tulajdonsaganak felhasznalasaval tovabbi Osszefiiggések figyelhet6k meg:
példaul tudjuk, hogy ha egy duél valtoz6é optimélis értéke pozitiv, akkor a hozza tartozoé sor a
primélban éles:

wog >0= —x1 — 209 — T3 —x4=— 2

Hasonloan, ha egy feltétel a priméalban nem éles, a hozzé tartozé duél valtozé optimélis értéke
nulla:
201 + 20+ x3 4+ 3x4<7 = w1 =0

Tovabba: primal valtozé pozitiv optimalis értéke esetén a hozzé tartozé dual feltétel éles, és nem
éles dual feltétel esetén a hozza tartozd optimalis probalmegoldas nulla:

:E4>O=>3w1—w§:3w1+w2:8
2w1—w§:2w1+w2>3:>m120
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11. Tekintsiik a 6. feladatban adott lineéris programot:

min —2x; — 2z 4+ 33 — b4
s.t. T + 229 4+ 4dx3 — x4 < 6
21 — 39 + x3 — x4 > —12
Ty + a3 + x4 < A4
1, T2, T3, zy > 0

a) Irja fel a linearis program duélisat és hozza standard alakra! A feladat megoldasahoz hasznalja
az aldbbi tablazatot:

Maximalizalasi Minimalizalasi
probléma probléma

3 > — <0 R
2 Q
= < > >0 %
o) :

[T = — tetszbleges >
] >0 — > o
S 5
= <0 — < =
Yoo - - o)
> tetszoleges — = =

b) Keressen kezdeti bazist! Ha sziikséges, vezessen be mesterséges valtozokat.

c¢) Oldja meg a kapott linearis programot a megfelels szimplex algoritmus segitségével! Egyedi az
optimum? Ha nem, adjon altervativ optimalis megoldasokat.

d) Vesse Ossze a kapott optiméalis megoldéast a 6. feladatban kapott megoldéassal!l Mit tudunk a
primal és a dudl optimélis megoldésainak kapcsolatarol?

Megoldas:

a) Invertalva az els6 és a harmadik sort (hogy ne kapjunk nempozitiv dudl valtozokat) és bevezetve
a wy, wy és wy dudlis valtozokat rendre az els6, méasodik és harmadik sorhoz, a kapott duélis:

max —6w; — 12wy — 4ws
s.t. —wW1 — 2102 — w3 < -2
—2’(1]1 — 3’11)2 S -2
—4dw; + we — wy < 3
w1 — w9 — w3 S -5
w1, wo, wy > 0

A standard alak megadasahoz slack-valtozokat kell bevezetni az 0sszes sorhoz.

max —6w; — 12wy — 4ws
st. —w; — 2wy — w3z + w4 = =2
—2w1; — 3wy +  ws = =2
—4w, + () — w3 +  wsg = 3
w1 -  wy — w3 + wy = =5
wy, wa, w3, Wy, Wy, we, wy > 0

b) A kapott standard alakban a slack-valtozok kezdeti dual-megengedett (primal-optimélis) egy-
ségbéazist alkotnak, igy hasznalhatjuk a dudal szimplex modszert.

Z|w wy w3 wg ws wg wr | RHS
z |1] 6 12 4 0 0 0 O 0
w |O0]-1 -2 -1 1 0 0 0| -2
ws | 0] -2 =3 0 0 1 0 o0 -2
wg|0]—-4 1 -1 0 0 1 0 3
wr |0 1 -1 0 0 0 1| -5




12.

wy kilép a bazisboél, ws belép.

z| wy we w3z wyg ws wg wy | RHS
z |110 8 0 O 0 0 4] —-20
wg |0} -2 -1 0 1 0 0 -1 3
ws|0]—2 -3 0 0 1 0 0] -2
wg |0 =5 2 0 0 0 1 -1 8
wg|0]—-1 1 1 0 0 0 -1 5
ws kilép a bazisbol, ws belép.
z| wy we wy wg ws; wg wy | RHS
14 8 76
wy [0 =3 0 0 1 -+ o0 -1 4
wp O] 2 1 0 0 -1 0 O0f 2
19 2 20
wg |0 -5 0 1 0 & o0 -1 %
A kapott tabla optimalis. Az optimalis célfiiggvényérték —? az optimaélis dualvaltozok értékei:

w1 0

w= |wy| = % , egyedi.
i3
w3 3

¢) A dualitas erds tétele miatt a primal optimalis célfiiggvényértéke megegyezik a dual optimaélis

célfiiggvényértékével.

A komplementaritas tulajdonsagénak felhasznélasaval tovabbi Osszefiiggések figyelhet6k meg:
példaul tudjuk, hogy ha egy duél valtozé optimélis értéke pozitiv, akkor a hozza tartozo sor a
primalban éles, és ha egy feltétel a primalban nem éles, a hozza tartozd dual valtozo optimélis

értéke nulla:

we > 0= —2x1 —3x0 + 3 — x4 = —12
1+ 229 +4r3— 14 < 6= w1 =0

Tovabba: primal valtozé pozitiv optimalis értéke esetén a hozzé tartozé dual feltétel éles, és nem
éles dudl feltétel esetén a hozza tartozo optimélis probalmegoldas nulla:

4 >0=w —wy —w3=-—5

—w] — 2wy —w3 < —2=1x1 =0

Szoveges feladatok megoldasa a szimplex algoritmussal

Egy papirgyarban lecserélik a munkagépeket. Kétfajta kartonvagd gépet szerezhetnek be: az A
tipust gép 3 dobozt tud kivagni egy perc alatt, egy személy kell a miikddtetéséhez és 15 ezer
egységnyi pénzbe keril, a B tipusu gép ezzel szemben 5 dobozt tud késziteni, de a feliigyeletéhez
két ember kell és 20 ezer egységnyi pénzbe keriil. A termelési terv percenként legalabb 32 doboz
legyartasa legfeljebb 12 munkas alkalmazasa mellett.

Hany A és B tipusu gépet kell beszereznie a papirgyarnak a termelési terv végrehajtasdhoz ugy,

hogy a gépek beszerzési koltségeit minimalizaljuk?

a) Fogalmazza meg a fenti beszerzési problémét linearis program formajaban!
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b) Keressen kezdeti bazist!
¢) Oldja meg a linearis programot a primal vagy a dual szimplex algoritmussal!
d) Egész értéki eredményt kapott? Ha igen, garantalt az egész értékid megoldas?

Megoldas:

a) Jelolje az A tipust gépbdl beszerzendd mennyiséget x 4, és a B tipusubol beszerzend§ mennyi-
séget xp. A munkaerdkorlat:
TA+2xp <12

A termelési tervben szerepls 32 dobozos cél az alabbi feltételt adja:
3xa+bxrp > 32

A beszerzési koltség:
1524 + 20z

Természetesen a valtozok nemnegativak. Ebbél a lineéaris program:

min 15x4 + 20zp

s.t. T4 + 2z < 12
3xa + bdxp > 32
TA, g =2 0

b) Slack-véaltoizokkal standard alakra hozva, a masodik feltétel invertalasaval és maximalizalasi
alakra attérve:

max —15x4 — 20zp
s.t. T A + 2xp + s1 = 12
—3z4 — bxp + s9 = =32
TA, rg, S1, Sy > 0

A slack-valtozok duél megengedett kezdeti egységbézist alkotnak.

c) Ertelemszertien a dual szimplex algoritmust fogjuk hasznalni. A kezdeti szimplex tébla:

z|lxa xp 81 s9 | RHS

z |1/ 15 20 0 O 0

s1 0] 1 2 1 0 12
0

-3 5] 0 1| —32

A duél szimplex algoritmus tovabbi iteracioi:

52

z| x4 xB S1 S| RHS
z |1 3 0 0 4]-128
st |0Of|-%] o 1 2| -%
zp|0] 2 1 0 —1| 2

Végiil az optimalis tabla:

z|xa xg Ss1 Sz | RHS
z 1 0 0 15 10| —140
za |0 1 0 =5 =2 4
zg |0 O 1 3 1 4

A gyérnak 4-4 gépet kell beszereznie 140 ezer egységnyi pénzért, és Osszesen 4 + 2 x 4 = 12
munkast kell alkalmaznia.
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13.

d) Az eredmény egész értéki, ez azonban nem garantalt. Ahhoz a valtozokon egészértékiiségi
megkotést kéne alkalmazni.

Egy szerszamgépgyarban haromfajta gépet gyartanak: az A, B és C tipustu gépeket. A legyartott
gépeket a termelési periodus végéig raktarban taroljak. Az egyes gépek legyartasahoz sziikséges
munkaidét, a gépenként termelt profitot, illetve a géptipusonként sziikséges raktérhely nagysagat
az alabbi tablazat foglalja Gssze.

Gép
Géptipus A B C
Sziikséges munkaidd [egység/gép] 2 2 1
Raktarozasi igény [m?/gépl 1 1 2
Profit [egység/gép| 3 3 2

Az C tipusi gép elkészitéséhez egy speciélis alkatrészre van sziikség, amelybdl a termelési periédus
alatt csak 15 darab &all rendelkezésre. A termelési periddusban 12 egységnyi munkaidd fordithaté a
gépek legyartasara, a teljes raktarméret 12 m?.

Hany darabot kell legyartani az egyes A, B illetve C tipust gépbdl a profit maximalizélasa érdeké-
ben?

a) Fogalmazza meg a fenti termelésoptimalizalasi problémét lineéris program forméjaban!

Oldja meg a linearis programot a primal vagy a duél szimplex algoritmussal!

)
b) Keressen kezdeti bazist!
c)

)

d) Egész értékd eredményt kapott? Ha igen, garantélt az egész értékd megoldas?

Megoldas:

a) Jelolje az A tipusi gépbdl beszerzends mennyiséget x4, a B tipusubol beszerzendd mennyiséget
rp, és a C tipusubodl beszerzends mennyiséget x¢.
A munkaidskorlat:
204 + 22 + o < 12

A raktarozasi korlat:
zA+2xp+ 220 <12

A C tipusu gépbdl csak 15 darabot tudunk legyartani, mert a specidlis alkatrészbdl csak ennyi
all rendelkezésre.
zo <15

A termel6d§ profit:
3xa+3x + 22¢

Természetesen a valtozok nemnegativak. Ebbdl a linearis program:

max 3ra + 3rp + 2zx¢

st. 2x4 4+ 225 + x¢ < 12
za + xp + 2z < 12

zo < 15

TA, rg, zo > 0

b) Az sy, s9, s3 slack-véaltozokkal standard alakra hozva a slack-valtozok primal megengedett kezdeti
egységbazist alkotnak.
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c¢) Ertelemszertien a primal szimplex algoritmust fogjuk hasznélni. A kezdeti szimplex tabla:

z rA XTB o S1 S22 S3 RHS
z |1 -3 -3 =2 0 0 O 0
s1]0 2 1 1 0 0| 12
s2 10 1 1 2 0 1 0 12
s3]0 0 0 1 0 0 1 15
A primél szimplex algoritmus tovabbi iteracioi:
Z|xAa B roc S1 sz s3 | RHS
z (1,0 0 -1 3 0 0| 18
za |0 1 1 : 3 0 0 6
s [0 0 0] 3 -2 1 0 6
s3 |0 0 O 1 0 0 1 15
Végiil az optimalis tabla:
z|xza B xc S1 sz s3 | RHS
z |1 0 0 0 2 &+ 0| 20
za|0) 1 1 0 2 -1 0
zc|0] 0 0 1 —F 2 0
ss [0 0 0 0 3 -2 1| 11

A gyarnak 4-4 darabot kell gyartania az A és C tipusu gépekbdl és B tipusu gépet nem kell
gyartani. A keletkezett profit 20 egység.

d) Az eredmény egész értéki, ez azonban nem garantalt. Ahhoz a valtozokon egészértékiiségi
megkotést kéne alkalmazni.
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