Klasszikus alkalmazasok

e Termelésoptimalizalas
e Hozzarendelési probléma: folytonos eset
e Arbitrazsarazas
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Termelésoptimalizalas

A gazdasagi élet és a logisztika terlletén gyakran
talalkozunk linearis optimalizalasi feladatokkal

Ezek kOzUl is a leggyakoribb a termelésoptimalizalas

Egy vallalat korlatozott eroforrasokat vesz igénybe
termékek eldallitasara

A termékeket eladhatja, profitot realizalva, vagy késobbi
nagyobb profit reményében raktarozhatja

Cél az eroforrasok allokacioja a profit maximalizaladsahoz
Feltételezések

o atermékek és a igények fliggetlenek

o az eroforrasok tetszoleges mértékben megoszthatdk

o hosszu periédusokra (negyedévekre) tervezhetdek az
arak és az igények
o a koltségek linearisak
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Termelésoptimalizalas

e Tegyuk fel, hogy adott

o a periddusok szama I', a termékek szama I és az
eroforrasok szama K

o a;,. az 1 termék eldallitasahoz szikséges k eroforras
mennyisége

o by;: a k eroforras mennyisége a t periédusban

o d;: igény az 1 termékre a t peribdusban

o ¢ az 1 termék egységén jelentkezo profit a ¢
periddusban

o ¢;. az 1 termék egységenek raktarozasi kdltsége a t
periddusban

e A valtozok legyenek
o x;: az ¢ termékbdl eloallitott mennyiség a t peridbdusban
o vy, raktarkészlet ¢ termékbdl a ¢ peridbdus végén
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Termelésoptimalizalas

o Az eloallitott és raktarozott mennyiség minden periddusban
talalkozik az igényekkel az eroforras-kapacitasok
figyelembevétele mellett

e Profit maximalizalasa, raktarozasi kdltségek minimalizalasa
e Legyen az indulo raktarkészlet y;,0 = 0 minden 7 esetén

T I T I
max SJ SJcitmit_ SJ SJQityit

t=1 1=1 t=1 1=1
s.t. Y1 tra—yp=dy t1€{1,..., 1}, te{l,...,T}
I
Zaikxitgbkt ke{l,....K},te{l,....T}
1=1

xit,yitZO 26{17,[}7t€{1,,T}
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Termelésoptimalizalas

A termelésoptimalizalasi problémanak szamtalan verzidja
létezik
Az igények varakoztathatok

Az eroforrasok kivalthatok egymassal, piaci aruk adott €s mi
dontjik el, mibol mennyit vesziink

Az eroforrasok is raktarozhatok az egyes periodusok kozt
A legegyszerlbb eset: csak egy peridodusra kell tervezni
Ebben az esetben nem kell a raktarkészletet optimalizalni

TegyUk fel, hogy a piac korlatlan mennyiséget fel tud venni
minden termékbol

lgy az egyes termékekbdl eldallitott mennyiséget csak a
szUkséges eroforrasok mennyisége és a jévedelmezoség
hatarozza meg
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Termelésoptimalizalas

I

max E C;T;

1=1

I

s.t.ZaikxiSbk ie{l,.... 1}
i=1
z; 2 0 ie{l,..., I}

A  klasszikus” termelésoptimalizalasi probléma
A szimplex algoritmust el0oszor ilyen problémakra hasznaltak
c;, bi. €s a;;, mindig nemnegativ

Slack-valtozékkal standard alakra hozott linearis program:
trivialis primal megengedett kezdeti egységbazis
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Termelésoptimalizalas: példa

Az ACME Pincészet haromfajta bort gyart: fehéret, voroset
és egy cuvée bort, haromfajta szolobol (G1, G2 és G3)
o a fehér bor egy hektoliteréhez 2 tonna G1 sz0I6 és 1
tonna G2 sz0l0 kell
o a vords bor hektoliteréhez 2 tonna G3 sz0I0 kell
o a cuvée egy hektoliteréhez mindharom fajta szol6bol 1
tonna kell

A G1 sz0lobol 8 tonna, a G2-bol 4 tonna, a G3-bdl 6 tonna
érheto el

A fehér boron hektoliterenként 31 ezer, a vorosodn 22 ezer, a
cuvée boron 35 ezer forint nyereség van

Kérdés: mennyit kell az egyes borokbdl termelni a
nyereség maximalizalasa érdekében?
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Termelésoptimalizalas: példa

Szoloigény [t/hl]

Profit [e Ft/hl]

G1 G2 G3
Fehér bor 2 1 31
Voros bor 2 22
Cuvée bor 1 1 1 35
Felhasznéalhatd szol6 [t] 8 4 6

e Legyen x;, x5 és x5 rendre a fehér, vords és cuvée
borokbdl megtermelt mennyiség ([hl])

max Jdlxry + 2229 + 35x3
S.t. 211 + T3
L1 + L3

2y + T3

L1, L2, X3

AVARVANN VAR VAN

S O =~ OO
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Termelésoptimalizalas: példa

z 1 To rs x4 Ts xg | RHS
z [1]-31 —22 =35 0O 0 O 0
x4 |0 2 0 1 1 0 0 8
x5 | 0 1 0 11 0 1 0 4
e | O 0 2 1 0 0 1 6
z2 | T re X3 T4 x5 xg | RHS
z 1] 4 =22 0 0 35 0] 140
x4 | 0 1 0O 0 1 —-1 0 4
x3 | 0 1 O 1 0 1 0 4
xe | 0 —1 21 0 0 -1 1 2
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Termelésoptimalizalas: példa

z| x1 X9 X3 x4 T5 xg | RHS
z [1|=7 0 0 0 24 11| 162
x40 1] O O 1 -1 0 4
x3 | 0 1 0 1 0 1 O 4
22 |0(—3 1 0 0 —3 3 1

z|lx1 x9 23 x4 x5 x¢ | RHS
2 |11 0 O O 7 17 11| 190
z110 1 0 O 1 —1 O 4
x310] 0 0 1 -1 2 O 0
2|00 1 0 5 -1 < 3

o A fehér borbdl 4, a vordosbol 3 hektolitert kell késziteni,
cuvéet idén nem csinalunk, a profit 190 ezer forint



Termelésoptimalizalas: példa

A varakozasok szerint a kbvetkezo évben a megndvo
kereslet miatt a cuvée bor ara noni fog, hektoliterenként 44
ezer forintra, mig a tobbi bor ara valtozatlan marad

Kérdés: hogyan alakitsa az ACME Pincészet a kévetkezd
évi termelését?

Erzékenységvizsgalat: a célfiiggvény megvaltozik

Egészen pontosan egy bazisvaltozéhoz tartozo elem
véltozik a szimplex tdblaban c3 = 35 — ¢ = 44

A nulladik sorhoz hozza kell adni x5 sorat (a tabla masodik
soral) pontosan ¢; — c3 = 9-szer

Vigyazat: a nulladik sor x3-hoz tartozé eleme 0 marad
A kapott tdbla nem primal optimalis: primal szimplex
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Termelésoptimalizalas: példa

z|lxy X9 X3 x4 x5 xg | RHS
z (11 0 0 0 =2 35 11| 190
x110 1 0 O 1] -1 O 4
x310] 0 0 1 -1 2 0 0
|00 1 0 5 -1 2 3

z| x1 X9 X3 x4 x5 xg | RHS
z |1 2 0 0 0 33 11| 198
x4 | 0 1 0 0 1 -1 O 4
x3 | 0 1 0 1 0 1 O 4
z|0l—3 1 0 0 —% 1 1

e JOvore csak vords (1 hl) és cuvée (4 hl) bort csinalunk
e Viszont megmarad 4 tonna G1 sz0l6 (mert x4, = 4)



Termelésoptimalizalas: példa

Kérdes: mennyire kellene ndvekednie a fehér bor aranak
ahhoz, hogy megérje termelni? Hogy alakul a termelés, ha
2 hektoliter fehér bort termelink ekkor?

A linearis program a x; hembazisvaltozo terében

max 198 — 224
(T4 ] 4] 1
S.t. T3 | = 4| — 1 X1
k21 1] -3

X1,L2,X3, T4 Z O

Ha 2 ezer forinttal ndvekedne a fehér bor ara, mar nem
csOkkenne a célfliggvény értéke

Ha 2 hektolitert termelnénk beldle, akkor a cuvéebol 2
hektolitert termelnénk csak, a felszabaduld G3 szolobol
pedig még egy hektoliter voroset készithetnénk o3



Altalanositott hozzarendelési probléma

e Adott m ugynok és n feladat, amelyeket Gtemezni kell az
Ugynokok kozott

e Minden feladatot minden Ugynok el tud végezni, de
kUldnbdz6 hatékonysaggal

o az 1 Ugynok a j feladatot w;; munkaraforditassal
végezheti el, és ekkor p;; profit termelodik

o minden i Ggyndknek legfeljebb w; kioszthatd
munkaegysege van

o minden j feladatbdl b, mennyiségit kell elvégezni
e Cél a profit maximalizalasa
e Tegyuk fel, hogy a feladatok tetszolegesen megoszthatdk
e Ha nem, egész értéki linearis programot kapunk

-p. 14



Altalanositott hozzarendelési probléma

e Jelezze x;; az 1 Ugynok altal a j feladatbdl elvégzett
mennyiseget

m n
max E E PijLij

=1 j5=1

n

Zwijxijgwi iE{l,...,m}
j=1

m

inj:bj jE{l,...,n}
1=1
I‘ZJZO iE{l,...,m},
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Gépterhelési probléma: példa

e Az ACME Aceélgyar kis, kozepes és nagy méretl
acélgerendakat gyart. A gyar A és B gépsorokkal

rendelkezik, amelyek az egyes méretu acélgerendakbodl az

alabbi mennyiséget képesek eloallitani oranként

Gerendatipus Gép [db/dra] | Igény [db/hét]
A B

Kis méretl 3 6 96

Kbzepes méretl | 2 4 96

Nagy méreti 2 3 72

A tablazat szintén tartalmazza a kilénbdz06 tipusu
gerendakbdl felmerilo heti igényt. A gépenkénti gépidd

hetente 40 6ra, a munkahét szintén 40 munkadrabdl all. A

gépek oranként 8 illetve 4 ezer forint koltséggel

Uzemeltethetdoek

o Kérdés: hogyan Utemezzik az egyes gépek termelését?



Gépterhelési probléma: példa

o Jelezze x4 a kis méretll gerendakbdl az A gépsoron
termelt mennyiséget [db]. Hasonlbéan a tébbi méretre

e Az A gépsor “TA orat fordit kis meretll gerendak
termelésére

e Ezis hozzarendelési probléma

ToA + Top = 96
L3 A + L3B — 72
T14,T24,%34 = 0
T1B,T2B, T3 = 0
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Gépterhelési probléma: példa

e Egyszerlibb, ha x4 inkabb azt a gépidot jelzi, amit az A
gépsoron a kis méretl gerendak termelésére lefoglalunk
[6ra]. Hasonldan a tébbi méretre

min 8(:131A + Zoag + ng) -+ 4($1B + Top + SCSB)

1A + Toa + T34 < 40

T1p + Top + w35 < 40
3561A + 651313 = 96
204 + 4x05 = 96
2$3A + 351?33 = 72
T14,T24,234 = 0
T1B,T2B, T35 = 0

o Kézenfekvobb folytonos valtozdkkal modellezni
e De még mindig eldallhat tért szamu gerenda
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Gépterhelési probléma: példa

e Standard alakra hozzuk x- és g slack-valtozok

hozzaadasaval

e A kezdeti bazis meghatarozasahoz bevezetjik xg, x19 €S

e Az els0 fazis (még nem szimplex tabla), z oszlopat

x11 mesterséges valtozokat

elhagyjuk

TiA T1B X24 T2B X34 T3 XLy T X9 Tio 11 | RHS
Z 0 0 0 0 0 o 0 0 |1 1 1 0
T 1 0 1 0 1 O 1 O 0 0 0 40
s 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 40
Tg 3 0 0 0 0 O 0 0 |1 0 0 96
10 0 0 2 4 0 O 0 O 0 | 1 0 96
T11 0 0 0 0 2 3 0 0 0 0 | 1 72
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Gépterhelési probléma: példa

o Az els0 fazis optimalis szimplex tablaja

TiA4 T1B T24 T2B T3A 3B Ty T8 To9 x10 11 | RHS
2 0 0 0 0 0 o o o 1 1 1 0
T34 0 0 0 0 1 o -3 -6 1 2 2| 24
ToB 0 0o 3 1 0 o o o o0 g 0| 24
3B 0 0 0 0 0 1 2 4 -2 -1 -1 8
T14 1 0 1 0 0 0o 4 6 -1 -2 —2| 16
T18 0 1 -1 0 0 o -2 -3 2 2 1 8

o A célfiggvény értéke 0, vagyis a kapott bazis megengedett
e A mesterséges valtozok kiléptek a bazisbdl: oszlopaik

elhagyhatok
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Gépterhelési probléma: példa

Az eredeti probléma minimalizalasi probléma
A masodik fazis kezdeti tablaja (még nem szimplex tabla)

TiA TiB T24 T2B X34 X3p X7 g | RHS
2 8/ |4 8 |4] 8] |4 0 0 0
34| O 0 0 O | 1] 0 -3 —-6| 24
x| O O L |1] O 0 0 0| 24
x| O 0 0 O O [1] 2 4 8
x4 0 1 0 0 0 4 6| 16
x| 0 |1 =2 0 0 0 -2 =3 8
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Gépterhelési probléma: példa

e A masodik fazis optimalis szimplex tablaja

T1A4 T1B %24 T2 T3a T3p T7  Zs | RHS
2 2 0 2 0 0 0 0 8|—448
34| 2 0 2 0 1 0 0 —2| 36
x| 0 O £ 1 0 0 0 0| 24
L7 0 + 0 0 0 1 2 4
35| -3 0 — 0 0 1 0 1 0
x| 3 1 0 0 0 0 0O 0| 16

e A kis méretli gerendabdl 0 illetve 16, a kbzepesbdl 0 ill. 24,
a nagybdl 36 ill. 0 6ra gépidot ttemezink az A ill. B

géepsoron

o A koltség 448 ezer forint, az A gép 4 6ra holtidovel, a B

teljes kihasznaltsaggal tizemel
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Gépterhelési probléma: példa

Az ACME Acélgyar menedzsmentje ugy dont, hogy
racionalizalja a gépsorok munkaidejéet

Mivel a B gépsor teljes kihasznaltsagon Uzemel, érdemes
lenne ezt egy Uj muszak beallitasaval hosszabban
Uzemeltetni

Kérdés: hogyan alakul a kdltség és a gépek Gtemezése a B
gépsor munkaidejének ndvelése fliggvényében?

hogy a B gép munkaideje bg = 40 + A
Hogyan alakul a megoldas és a koltség A flggvényében?

7/

b =B 'Y'=B'e;= (B ),

ahol (B~ '), a B~ masodik oszlopa
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Gépterhelési probléma: példa

Meg kell keresniink B~* matrixot, vagy legaldbbis a
masodik oszlopat

VegyUk észre, hogy az eredeti problémaban xy
slack-valtoz6 oszlopa éppen e,

Ezért az xs oszlopaban mindig megjelenik az aktualis bazis
inverzének masodik oszlopa
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Gépterhelési probléma: példa

e A\ € [0, 24] tartomanyban az adott bazis optimalis

(N = egT(b+ \b') = —448 + 8\

34| [36] [ —2]
2B 24 0
L3B 0 1
_ZClB_ _16_ i O_

e Ha a B gépsor munkaidejét 64 orara novelnénk, akkor az
dsszes termelés mar ezen a gépsoron torténne

o A koltség kdzben 448 — 8\ = 256 ezer forintra csOkkenne

e A paramétervizsgalat vége: a dual szimplex pivot utan
kapott bazis minden A > 24-re optimalis
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Arbitrazsarazas

Adott n piaci eszkdz, melyekkel egy diszkrét piaci modell
szerint mUkodo piacon kereskedink

A piac a kereskedési periodus végén m lehetséges
kimeneti allapot egyikében lehet: az ¢ kimeneti allapot
esetén a j piaci eszk0zon elért haszon r;; (lehet negativ is)

A piacon ketféleképpen lehet kereskedni

o hosszu pozicid: veszink a 3 eszkdzbol a kereskedési
periodus elején, amit eladunk a periédus végén
o ,short” pozicid: eladunk a ;7 eszkdzbol és vallaljuk, hogy
a peridodus végén visszavasaroljuk
Arbitrazs opcio: olyan long és short pozicidkbadl allé
befektetési egyveleg (portfdlio), amelyen minden
lehetseéges kimeneti allapot esetén nyereség van

Kérdés: |étezik-e arbitrazs opcié a piacon?
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Arbitrazsarazas

Legyen x,; a j eszkoz sulya a portfdlidban

Hosszu pozicié (x; > 0): a kereskedés végeén visszakapunk
(1+ r;;)z; 6sszeget (feltételezve a ¢ allapot bekdvetkeztét)

A netto nyereség r;;x;, vagyis aremelkedésre jatszunk

Short pozicié (x; < 0): el6szér kapunk |x ;| 6sszeget, majd
végul visszavasaroljuk az eszkdzt (1 + r;;)|x;| 6sszegért

Nyereseg van, ha r;; < 0, vagyis arcsokkenésre jatszunk
Legyen a haszonmatrix egy m x n matrix: R = [r;;]
Az i-edik kimenet esetén a haszon: ) . r;;x;

J

Arbitrazs opcio van, ha minden lehetséges kimenet esetén
hasznot realizalunk a befektetésen

dxr : Rx > 0
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Arbitrazsarazas: példa

TegyuUk fel, hogy egy piacon n = 2 eszk6z van és a piac a
kereskedési periddus végén m = 3 allapot valamelyikében
lehet

A haszon az egyes kimeneti allapotok esetén az alabbi
haszonmatrix szerint alakul

R=|—

= O ol

I
L2
masodik eszkdzbdl tartott pozicid

Legyen a portfolionk x = [ ] , ahol 1 az elsO és 25 a

Long pozicid: x; > 0, short pozicio: x; < 0
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Arbitrazsarazas: példa

Ha az els6 allapot kdvetkezik be akkor a haszon —1z; +

£ T2, Nyereség van ha ez pozitiv

Példaul ha az elsd eszkbzbol egységnyi short poziciot
(r1 = —1) és a masodikbdl egységnyi long poziciot

(z2 = 1) tartunk, akkor a profit 2

Ugyanez a portfolié a masodik kimeneti allapot esetén is
nyereséges (a profit ;)

S6t, a harmadik esetén is (a profit 1)

Arbitrazsopcio van, hiszen van olyan portfolio, amely
minden lehetséges kimenet esetén (vagyis nulla
kockazattal) profitot hoz

,Normalis” piacokon nemkivanatos

-p.29



Arbitrazsarazas

Arbitrazsopcioé van tehat, ha dx : Rx > 0

,>" feltétel figyelembevétele linearis programozasban
altalaban nehézségekbe Utkdzik

Tekintstk az alabbi, kevésbé szigoru, linearis programot

min Ox
st. Rx >0

Legyen p! a feltételekhez tartoz6 dudlis valtozok
m-sorvektora

A dual linearis program
max pl0
st. pPR=0
p' >0
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Arbitrazsarazas

Mindkét linearis programra igaz, hogy egy megengedett
megoldas egybdl optimalis is
Trividlis megoldasparaz £ = 0és p! =0

Mi a trivialistdl eltéré x primal megoldasokat keresiink,
melyre Rx > 0

Ehelyett inkabb a dual nemtrivialis megoldasait vizsgaljuk

Arbitrazsarazasi tétel: akkor és csak akkor van x, melyre,
Rx > 0, ha nincs p! mely teljesiti az alabbi feltételeket

pPR=0, p' >0, p'#0

Biz.: Farkas-lemma ]

Es viszont, havan p”: p’ R =0, p” > 0, p” # 0 akkor
nincs arbitrazsopcio
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Arbitrazsarazas

Tegyik fel, hogy létezik a tétel feltételeinek megfelelo
pl # 0, természetesen p” > 0

Normalizaljuk ugy, hogy p'1 =1

lgy p” elemei a kimeneti allapotok valdszinliségeként
értelmezhetdek

Ekkor p! R = 0 miatt tetszbleges x portfoliora a nyereség
varhato értéke: E(profit) = p’ Rz = 0

A tétel értelmezése tehat, hogy csak abban az esetben
nincs arbitrazs opcid, ha van egy olyan valészinlUseqi
vektor, amelyre minden befektetés fair (varhaté nyeresége
0)
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Arbitrazsarazas: példa

Egy piacon két értékpapir arara kdthetiink opcids lgyleteket

A két papir kompetitiv cégekhez tartozik: ha az egyik papir
ara no, a masiké csokken és viszont

Lehetséges tovabba, hogy a piacon nem torténik
atrendezodés, ekkor az elsd papir nem, a masodik
minimalis bevételt hoz

__l i_
5 10
1

L 5 5

Kérdeés: van-e arbitrazs opcio, é€s ha igen, milyen
portfoliohoz tartozik?

-p.33



Arbitrazsarazas: példa

Kereslnk a vektort ugy, hogy Rx > 0

Ha van megoldas, akkor minden A\ > 0-ra Aax is megoldas,
tehat Rax tetszolegesen naggya teheto

Elég tehat csak az alabbi linearis programot megoldani

max Ox
Rx>1

Legyen x = ™ — x~ és x, a slack-valtozok vektora

max Oxt + Ox~ + O=x,
st. —Rx™ + Rx~ + =z, = -1
xt, T, r,, > 0

x, 0szlopai dual megengedett kezdeti egységmatrix bazist
alkotnak: dual szimplex
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e A kezdeti szimplex tabla

Arbitrazsarazas: példa

r1 To X3 T4 Tz xg x7 | RHS
2z 0 0 0 O 0 0 O 0
] I -3 I 3 1 0 0| -1
6| 0 —3% 0 55 0 1 0| -1
|- &+ 3 —2 0 0 1] -1

e Az optimalis tabla

T1 To T3 T4 Ts Tg x7 | RHS
z O 0 0 O 0 0 0 0
x| 0 1 0 -1 —-10 0 -10 20
x| O O O O -1 1 -1 1
x| 1 0 -1 0 —-10 0 =15 25
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Arbitrazsarazas: példa

Talaltunk arbitrazs opciodt: az elso papirbdl 25, a masodikbdl
20 egység long poziciét kell beszerezni

-
A kereskedés végén a nettd nyereség Rax = |2
1
__l i_
) ) . 5 10
Ha R egy elemében valtozik: R = 0 ig
1
L 5 5
Ekkor nincs arbitrazs opcié
Ha az egyes kimenetek p” = [+ 1] valdszinliséggel

kOvetkeznek be, akkor minden portfolio fair

—-p. 36
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