Szimplex inditasa és analizise

Kezdeti bazis keresése: a mesterséges valtozok modszere
Linearis programok megoldasanak analizise
Erzékenységvizsgalat: a célfliggvény megvaltoztatasanak
hatasa az optimalis megoldasra

Parameéteranalizis: a RHS perturbacioja
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e Tekintstk az alabbi linearis programot

Emlékezteto: a szimplex tabla

»=max clx
st. Ax =0
x>0

ahol A egy m X n matrix, rang(A) = rang(A,b) =m, b
egy m-oszlopvektor, x pedig n-oszlopvektor

e Legyen B egy megengedett bazis

e A szimplex tabla

< IrpB rN RHS
1 0 CBTB_lN — CNT CBTB_lb
o I, B™'N B~ 'b

0. sor
1..m sorok
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Emlékezteto: a szimplex tabla

Optimalitéasi feltétel: Vj € N : z; > 0

A bazisba belép: z\ : k = argmin z;
JEN

Nemkorlatos, ha nincs pozitiv elem £ oszlopaban: y, <0

A bazisbol kilep x5, : r = argmin

b;
{— CYik > O}
Yik

ie{l,....m}
rp,; --- B, ---TB,, INJCBNk RHS
z O ... 0 ... 0 CZj e ZE e 20
I Bq 1 ... 0 ... O - Yi; - Y1k - - El
B, 0 1 0 s Yrg oo Yrk --- l_)r
TB,. 0 0 1 o Ymj - Ymk -+ | bm
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Emlékezteto: a szimplex inditasa

A szimplex algoritmus hasznalatahoz ismerink kell egy
kezdeti megengedett bazist

Kanonikus formaban adott linearis programok esetén
gyakran konnyen leolvashat6

Maximalizalasi feladat: max{c'x : Az < b,z > 0}
Standard formaban: max{c'xz : Az + Iz, = b,x > 0}

Ha b > 0, akkor a slack valtozdk primal-megengedett
kezdeti egységbazist alkotnak: primal szimplex

Kanonikus formaban adott minimalizalasi feladat:
min{cTa: : Ax > b,x > 0}

Dual-megengedett kezdeti egységbazis a slack-valtozok
oszlopain, ha ¢!’ > 0': dudl szimplex
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A szimplex algoritmus inditasa

e Altalanosan: kezdeti primal-megengedett bazismegoldas
keresése a standard alakban adott linearis programhoz

»=max clx
s.t. Ax =0
x >0

ahol A egy m X n matrix, rang(A) = rang(A,b) =m, b
egy m-oszlopvektor, x pedig n-oszlopvektor

e Feltesszik tovabb4a, hogy b > 0 (havanz : b; < 0, akkor
szorozzuk az i-edik sort (—1)-gyel)

e Ha A oszlopai kézt van egységmatrix, akkor ez lesz a bazis

e Felirjuk a szimplex tablat és a nulladik sorban a bazishoz
tartozo esetleges nemnulla elemeket elemi sormuveletekkel
kinullazzuk
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Mesterséges valtozok modszere

e Tegyuk fel, hogy egyik kezdetibazis-kereso 6tletiink sem
mikodik

e \Vezessuk be a x, mesterséges valtozdkat es tekintslk az
alabbi modositott linearis programot

2z = min 17z,
st. Ax+x,=0>0
xr,r, >0

ahol 17 egy (megfeleld méretll) sorvektor, melynek minden
eleme 1

e ROgton kaptunk egy kezdeti megengedett bazist

e Mivel x, oszlopai egységmatrixot alkotnak, igy B = 1,
B7'b = b > 0 a feltételek miatt
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Mesterséges valtozok modszere

Oldjuk meg a modositott linearis programot a fenti kezdet
bazisrol

Legyen az optimum 2, = 11z, (a mesterséges valtozok
0sszege)

Tétel: ha 2y > 0, akkor az eredeti linearis programnak
nincs megengedett megoldasa

Biz.: tegyUk fel, hogy zy > 0 de eredeti linearis programnak
létezik megengedett megoldasa

Tehat létezik xg: Axg = b

Ekkor o, = b — Axg =0ésigy 11z, = 0 < z,, ami
ellentmond a feltevésnek, hogy z; optimalis []

Ha viszont z; = 0 akkor ¢, = 0, ekkor az eredeti linearis
programnak van megengedett megoldasa

A kapott optimalis bazisrol tovabbfuttathatjuk a szimplexet
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A két fazisa szimplex algoritmus

Elso fazis: kezdeti bazis keresése

Oldjuk meg az x, mesterseges valtozokkal kibovitett
modositott linearis programot

Z = max 17z,
st. Ax+x,=0>0
xr,r, >0

Ha x, # 0, nincs megoldas

Legyen x, = 0 és tegyilk fel, hogy a mesterséges valtozok
mind kiléptek a bazisbol (ha nem, akkor a maradék
mesterséges valtozokat is ki kell |éptetni a bazisbdl, ezzel
most nem foglalkozunk)

Masodik fazis: Kitoroljik a mesterséges valtozokat,
visszairjuk az eredeti célfuggvenyt és tovabbfuttatjuk a
szimplex algoritmust
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Két fazisa szimplex: példa

e Tekintstk a linearis programot

min—le -+ 4$2

st. x + x, < A4
2r7 + 3xo > 18
X1, xo > 0

e irjuk at maximalizalasra

e \Vezessunk be slack-valtozokat (Ggyeljink a > feltételre és
hogy b > 0!)

max J8r; — 4xo

S.t. r1 + To + XT3 = 4
2r1 + 3xo — x4 = 18
X, L9, X3, L4 Z 0

-p.9



Két fazisa szimplex: példa

Nincs trivialis kezdeti (primal vagy dual megengedett)
egysegbazis

Mesterséges valtozOk bevezetése: elég a masodik sorhoz
egy x5 mesterseges valtozot adni

x3 s x5 egyutt egységmatrix bazist fog adni

Az elso fazisban a kdvetezo linearis programot kell
megoldani

max — X5
S.t. r1 + T2 +  x3 = 4
25171 + 3$2 — Try + Xry — 18
X1, X9, T3, T4, rs > 0
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Két fazisa szimplex: példa

e Kezdeti bazis: B = |as

as|, cg’ = [0

—1],CNT:O

e Nem szimplex tabla: a nulladik sorban az egyik
bazisvaltozoéhoz (x5) nemzérd érték all

o ,pivot”: x5 sorat ki kell vonni z sorabdl

z\lxy X x3 x4 x5 | RHS
z 11 0 O O 0 |1 0
z310 1 1 1 O 0 4
x50 2 3 0 —1 |1 18

z| 1 X x3 x4 x5 | RHS
z |11-2 =3 0 1 0| —18
x3 | 0 1 (1, 1 0 O 4
x5 | 0] 2 3 0 -1 1 18

-p. 11



Két fazisa szimplex: példa

e A pivot utan optimalis tabla: a célfiggvény értéke —6

r1 X2 X3 x4 x5 |RHS
z 1 0 3 1 0] -6

e Mivel minxs = 0, a
mesterseges valtozot nem
tudtuk eliminalni

e Az eredeti linearis
programnak nincs

megengedett megoldasa




Két fazisa szimplex: példa

e Tekintstk a linearis programot

min x; — 2T9
st. —x1 — x99 < =2
-1 + X9 2 1
i S 3
X1, iy 2 0

e Az elsd sort invertaljuk, hogy b > 0 igaz legyen

o Az elsO két sorhoz hozzaadunk egy-egy mesterséges
valtozét, a harmadik sorhoz a slack-valtoz6t hasznaljuk

max —Tg —IA7
S.t. Tr1 +T9 —I3 +Tg —
—T1 +X9 — Iy +Irr =
%) +X5

X
=
x
y
x
&
3
£
2
g
2
&
3
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S W Do
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e A nulladik sort még rendbe kell hozni: 2 pivot

Két fazisa szimplex: példa

z| x4 X9 X3 x4 x5 x6 X7 | RHS
z (1, 0 O O 0 0 |1 1 0
x¢ O 1 1 -1 0 O |1 0 2
xzz10]—-1 1 0 -1 0 0 |1 1
x50 O 1 0 0 1 0 O 3

2| x1 T X3 x4 x5 x¢ x7 | BRHS
z (1] 0 =2 1 1 0 0 0 -3
xe | O 1 —1 0 0 1 O 2
x7 |0 =1 |1 0O -1 0 0 1 1
x5 |0 O O 0 1 0 0 !
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lex: példa

Vd

azisu szimp
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§
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RHS
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Két fazisa szimplex: példa

Optimalis tabla: vége az elso fazisnak
o a célfuggvény értéke 0
o a mesterséges valtozok kileptek a bazisbol
o igy r¢ = 7 = 0, elnagyhatdk
Az eredeti célfuggvény: min ry — 229 = —max —x; + 225
A szimplex tablaba irva az eldjelek megfordulnak!
Megint nem szimplex tabla: két pivot

r1 Ty X3 x4 =I5 | RHS
z 1 |-2 0 0 0 0
x| 1] 0 —2 2 0 <
x| 0 | 1] =2 —3 0 ;
Ts 0 % % 1 %




Két fazisa szimplex: példa

e Masodik fazis

r1 To X3 x4 x5 | RHS
=
x| 1 0 —3 [ 4] O :
o | O 1 —% —% 0 %
zs| 0 0 % % 1 %

r1 To X3 x4 x5 | RHS
z 0O —2 0 O 4
T4 0O —1 1 0 1
X9 I =1 0 O 2
xs | —1 0 | 1] 0 1 1
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Két fazisa szimplex: példa

r1 X2 T3 x4 x5 |RHS
z 1 0 0 0 2 6
T4 1 0 0 1 1 2
x| O 1 0 0 1 3
x3|—1 0 1 0 1 1

e Az elsd fazisban az

=10 = |

N

DO | =

pontkon keresztll a megengedett

tartomany egy extrém pontjaba

jutottunk

1

[0 1]

X2
3
[0 3] [2 3]
2 ‘

[1/2 3/2]




Erzékenységvizsgalat

A linearis programok gyakran olyan valds problémakat
modelleznek, melyek paraméterei bizonytalanok, méresi
hibaval vagy zajjal terheltek

Egy termelési problemaban bizonytalan lehet a beszerzési
ar, vagy ujabb eroforrasok vasarlasaval bovithetdoek a
kapacitasok

Kérdés, hogy a max{c’z : Ax = b, x > 0} linearis
program optimalis megoldasa hogyan fugg a modell
paramétereinek valtozasaitol
o most csak azt az esetet vizsgaljuk, ha valtozas all be a
c! célfiggvényben
o hasonlé moédon kezelheto a valtozas b RHS vektorban
vagy a feltételrendszer A matrixaban

Lényeg, hogy ne kelljen a megvaltoztatott linearis
programot nullardl ujra megoldani
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A célfiiggvény valtoztatasa

Legyen B amax{c'x : Ax = b, x > 0} linearis program
egy optimalis bazisa

Vizsgaljuk, hogyan valtozik a megoldas és a celfliggveny
értéke, ha a célfliggvény ¢! vektordban a k-adik valtozd
kéltségtényezbjét c,-rél ¢, -re valtoztatjuk

Az eredeti linearis program szimplex tablaja B bazisban

Z IrpB N RHS
Z 1 0 CBTB_lN — CNT CBTB_lb
rg| 0| I, B'N B~'b

B (primal) megengedett, ha B~'b > 0

B (primal) optimalis, ha cg"B™*N —en® >0

0. sor
1..m sorok
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A célfiiggvény valtoztatasa

1.) Nembazisvaltozé koéltsége valtozik (z. : £ € N)

ent = () =en + (¢, —cn)es”

e Ebben az esetben a szimplex tabla 1, ..., m soraiban nincs
valtozas, csak a nulladik sor médosul

CBTB_lN — CNT — CBTB_lN — (CN/)T —
cg' BT'N —cen' — (¢, — cp)er’

e A nulladik sorban tehat csak az x;, nembazisvaltozéhoz
tartozd elem valtozik

2 — 2, = 2, — (¢, — ¢)

-p. 21



A célfiiggvény valtoztatasa

Ha 2z, — (¢, — cx) > 0, akkor a B bazis marad optimalis

Példaul ha egy nembazisvaltozé koltségét csokkentjuk, a
bazis mindig optimalis marad

A ceélflggveny erteke nem valtozik (z; marad 0)

Ha ellenben 2, — (¢, — ¢x) < 0, akkor B nem optimalis az
uj kbltségfliggveny szerint

Futtassuk tovabb a primal szimplex algoritmust a B bazisrdl
amig megkapjuk az uj optimumot

Ezzel a modszerrel nem kell lefuttatni a kétfazisu szimplex
algoritmust eldlrol

Ehelyett egy, az eredeti problémaban optimalis bazisrol fut
tovabb a szimplex algoritmus

Ez az érzékenyseégvizsgalat célja
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A célfiiggvény valtoztatasa

2.) Bazisvaltozo koltsége valtozik (x : k € B)
e Legyen tehat most x;, a t-edik bazisvaltozo: z;, = v,

cg’ — (033)T =cp+ (c5, —cp,)er

e Ismeét csak a szimplex tabla nulladik sora valtozik
e A bazisvaltozokhoz, igy x,-hez is, tovabbra is nulla tartozik

e A j-edik nembazisvaltozéhoz tartozé elem
2= () B laj—¢;=cg"B'a; — ¢+
0 0... C’Bt —cp, ... Olyj=2z;+ (C'Bt — CB, )Yt

e Anulladik sorhoz hozza kell adni ci;, — cp,-szer xp, soréat

e Majd az xp,-hez tartoz6 elemet kulon nullazni kell
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A célfiiggvény valtoztatasa: példa

e Oldjuk meg az alabbi linearis programot

max 2I'1 — T2 + X3

S.T. L1 + T2 + I3 S 0
—T1 + 2% < 4
L1, L9, L3 > 0

e A slack-valtozok primal megengedett kezdeti bazist
alkotnak

2| 1 T» x3 x4 x5 | RHS
z 1]1-2 1 -1 0 0 0
xqs |01 1] 1 1 1 O 0
x50 —1 2 0 0 1 4
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A célfiiggvény valtoztatasa: példa

z|lxy x9 x3 x4 x5 | RHS
z (11 0 3 1 2 0 12
z1(0 1 1 1 1 O 0
x50 0 3 1 1 1 10

e Optimalis tablat kaptunk, a bazisvaltozék B = {1,5}

e Csokkentsik cg = —1-et ¢, = —3-ra. Mivel x5 nincs a
bazisban, ezért a nulladik sorban csak z, valtozik:
2h=2— (g —C3) =3— (=3 —(—1)) =5

2| x1 T2 x3 x4 x5 | RHS
z 1{ 0 5 1 2 0 12

e A tabla tovabbra is optimalis, a valtozdok és a célfliggvény
érteke nem valtozik
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A célfiiggvény valtoztatasa: példa

e Ha most az x, koltségét ¢, = 3-ra valtoztatjuk, akkor

I __

e Ez atabla mar nem optimalis: primal szimplex

zlxy To T3 T4 x5 | RHS

z |1, 0 -1 1 2 O 12
x1 0] 1 1 1 1 O 6
x50 0 | 3] 1 1 1 10
z|lxy x9 x3 x4 x5 | RHS

I 7 ] 16

F N R S R
o R A A
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A célfiiggvény valtoztatasa: példa

e Most tegylk fel, hogy egy bazisvaltozd, r, kdltsége valtozik
c1 = 2-rol nullara

e Az eredeti probléma optimalis szimplex tablaja

z|lxy X9 x3 x4 x5 | RHS
z 11 0 3 1 2 0 12
x110] 1 1 1 1 O §
x5 0] 0O 3 1 1 1 10

e Hozza kell adnunk az elso sort a nulladikhoz pontosan
¢, — ¢y = —2-szer (vagyis a duplajat ki kell vonnunk)
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A célfiiggvény valtoztatasa: példa

e Elvégezve a miveletet valtozik a célfiggvény értéke is

z| x1 xo x3 x4 x5 | RHS
z | 1]]|-2 1 =1 0 O 0
x1 |0 1 1 1 1 0 §
x5 | 0 0o 3 1 1 1 10

e Mivel valdjaban csak a nembazisvaltozokhoz tartoz6
elemeket kell modositani a nulladik sorban, x; egyutthatojat
egyszerien kinullazzuk

z|lxy x9 X3 x4 x5 | RHS
z 1110 1 -1 0 O 0
x110] 1 1 | 1] 1 O §
x5 0] 0 3 1 1 1 10
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A célfiiggvény valtoztatasa: példa

A kapott tabla nem optimalis: primal szimplex

Az optimalis tabla

2| x1 X2 x3 x4 x5 | RHS
z |1 1 2 0 1 O 6
x3 | 0 1 1 1 1 O 0
x50 -1 2 0 0 1 4

Mivel az x1-en elért ,profit” kettorol nullara csékkent,
érdemes ezért a megoldasban x;-et nullara csdkkenteni és

helyette x3-at ndvelni (helyettesitd termékek)

A RHS valtozasa hasonldan kezelhetd: RHS valtozasa a

primalban = célfliggvény valtozasa a dualban

ElvégezzUik a fenti analizist a dualon
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Paramétervizsgalat

Az érzékenységvizsgalat soran arra a kérdésre kerestlk a
valaszt, hogyan valtozik az optimum bizonyos
modellparaméterek fuggvényében

Egyszerre csak egy jellemzot valtoztattunk

A gyakorlatban gyakran felmerudl a kérdés, mi torténik, ha
tébb jellemzo egyidejlleg valtozik

Példaul egy termelési problémaban a koltségek egy
bizonyos flggvény szerint valtozhatnak
Paramétervizsgalat

o most csak azt az esetet vizsgaljuk, ha a RHS vektort
perturbaljuk egy adott iranyban

o a célfuggveény perturbacidja is vizsgalhatdo a moédszerrel
o celfluggveny perturbacioja a primalon = RHS
perturbacioja a dualon
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A RHS perturbacioja

e Tekintstk a linearis programot

»=max clx
st. Ax =0
x>0

ahol A egy m X n matrix, rang(A) = rang(A,b) =m, b
egy m-oszlopvektor, és @ pedig n-oszlopvektor

e Most tegylik fel, hogy a RHS b vektorat egy b’ irdnyban
perturbaljuk, mikdzben a probléma tébbi jellemzoje

valtozatlan marad: b + \b", A > 0
e Vizsgaljuk az optimum és a megoldas alakulasat A > 0-ra
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A RHS perturbacioja

A primal szimplex tablan vizsgalédunk
Legyen B egy optimalis bazis

Z IrpB LN RHS
Z 1 0 CBTB_lN — CNT CBTB_lb 0. sor
rxg| 0| I, BN B 'b 1..m sorok

Mivel a tabla optimalis cgT B 'IN —en™ > 0

Ez nem tartalmazza b-t, ezért a tabla marad primal
optimalis minden A-ra. Kérdés, meddig primal megengedett
b perturbalasaval csak a RHS oszlop véltozik B! (b + \b)
szerint, tovabba a célfliggvény értéke cg” B~ (b + \b')
szerint

A tabla egész addig primal megengedett marad, amig a
RHS nemnegativ: B~ '(b+ \b') = B7'b + \(B7'b') >0
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A RHS perturbacioja

Legyen S = {i : b, < 0}, ahol b, a b = B~'b’ vektor i-edik
eleme

Ha S = 0, akkor B~*(b+ A\b’) > 0 minden \ > 0-ra, és igy
B bazis optimalis és megengedett marad a paraméter
tetszdleges megvalasztasa mellett

Kilénben keressiik, melyik b; + A\, lesz el6szdr negativ

. Bz N . Z_?z _7“
r =argmin | —= |, A=min| —= | = —=
icS b i€S b bl

Ha 0 < A < \ = )\; akkor B megengedett (és optimalis)
A célflggveény és a valtozok érteke

AN =esT(B10B), () = [%‘B] - [b + Ab’]

r N 0



A RHS perturbacioja

A\ > \-ra azonban a B bazis mar nem megengedett
Dual szimplex pivot x5 . valtozén

Ha nincs blokkolo valtozo (vagyis x g, sora csupa
nemnegativ elemet tartalmaz), akkor a primal problemanak

nincs megengedett megoldasa A > )\ valasztas esetén
Ellenkez0 esetben egy Uj tablat kapunk, és megkeressuk
azt a A = \, paramétert, ameddig az Uj bazis megengedett
Addig folytatjuk, amig
o vagy S = () adodik: ekkor az aktudlis bazis optimalis
V) > \-ra

o vagy a dual szimplex pivot soran nem talalunk blokkolo
valtozot: ekkor nincs megengedett megoldas VA > A-ra
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Ve

A RHS perturbacioja: példa

o Keressuk az alabbi linearis program optimalis megoldasat a
RHS vektor perturbacioja mellett

max x1 + 32

S.t. r1 + 1o < 6—A
—Ty + 2[132 S 0 + A
X1, rg > 0
e Ertelemszerienb=[6 6]7,b =[-1 1]7

e 13, x4 slack-valtozokkal kiegészitve a megoldas A = 0-ra

z|lx1 T x3 x4 | RHS
z |10 0 2 2| 14
x110] 1 O % —% 2
zo |0 0O 1 % % 4 i




Ve

A RHS perturbacioja: példa

I 1

9 1] bazis milyen

e Kérdés, hogy az aktualis B = [

tartomanyban optimalis

e \egyUk észre, hogy az x5 és z, slack-valtozok oszlopai az
eredeti problemaban egységmatrixot alkottak, igy a
szimplex tablaban a megfelelo oszlopok pont B inverzét
adjak ki

=
I
|
—_
SN
|
1
WM

e Ebbdl S={1},r=1, A= -2t =—-2 =2=)
1
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Ve

A RHS perturbacioja: példa

e Tehata \ € |0, 1] tartomanyban a célfliggvény értéke és az
optimalis megoldas

AN =cgT(b+Ab)=1[1 3 [Z] + A1 3] [_é] = 14—\

x(\) = [i;gi;] =b+\b = m + A [_(1)] = [211

e Lathatd, hogy A > 2 esetén x; < 0 az aktualis bazisban

2|l x1 To T3 X4 RHS
5 2
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Ve

A RHS perturbacioja: példa

e Valasszunk A\ = 2-t és dudl szimplex pivot az x;
bazisvaltozon: x, belép a bazisba

2| x1 X2 x3 x4 | RHS
z |1 2 0 3 0 12
x4 |0 -3 0 =2 1 0
xo | O 1 1 1 0 4

by
= [Zﬂ =[8]ésad = [Zﬂ = [_H szerint
e Atabla 3. és 4. oszlopabdl képzett matrixszal kell szorozni

=[5 -8 e[

-p.38
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Ve

A RHS perturbacioja: példa

e Ekkor S = {2}, r =2, A= -2 =L =6= ),
2

e Tehata )\ € [2, 6] tartomanyban a célfliiggvény értéke és a

megoldas
e e —6] 3

2(AM)=cg" (b+Xb)=1[0 3] 6 + A0 3] 1 = 18 — 3\
_ (N 2 [—6 3] | —643)
coveo, [0 b [ ] 9 - [e+ ]

2| 1 T9 X3 X4 RHS

z |1 2 0 3 0 18 =3\

x40 —3 0 =2 1| —-64+3A
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A RHS perturbacioja: példa

Az aktualis bazis A > 6 esetén mar nem megengedett
At kell térnlink egy Uj bazisra: - kilép a bazisbol

Mivel x5 sora nem tartalmaz negativ elemet, nem tudjuk
végrehajtani a dual szimplex pivotot

Minden A > 6 esetén a paraméteres lineéaris programnak

nincs megengedett megoldasa (a dual nemkorlatos)
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