Farkas lemmaja és a dualitas

e Linearis programozas optimalis megoldasa: a
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) feltételek

e Linearis programok dualjai, a dualitas gyenge és eros tétele
e Farkas lemmaja
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Dualitas: példa

TekintsUk az alabbi linearis programot

2 = max X1 + 229 — I3
st. 3xry + 220 + x3 < 12
— 2 — 13 < =3
T, T2, r3 = 0

Felso korlatot keresiuink a célfiggvényre
Mivel a valtozok nemnegativak, az elso feltétel felso korlat

2 =21+ 209 — 23 < 311 + 229 + 23 < 12

Ugyanis tagonként 1 < 3xq, 229 < 229, €S —13 < T3
Talalhaté élesebb felso korlat?



Dualitas: példa

Ha a két kényszerfeltételt 6sszeadjuk

2= 11 + 229 — I3
3r1 + 229 + x3 < 12
o —x — x3 < 3
2331 -+ 25132 -+ OZC3 S 9

Jobb kényszerfeltételt kapunk, ugyanis
z2=x1+ 2090 — 23 < 221+ 22, <9

Még elesebb korlatot kapunk, ha a masodik feltétel
kétszeresét adjuk az elsohdz:

2z = r1+2x9—x3 < (3—2%1) 21 +(2—2%0) 2o+ (1—2%1)x3 < 6

Ez a legélesebb korlat, ugyanis az optimum: z = 6
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Dualitas: példa

Minden w; > 0 és wy > 0 egyUtthatora felso korlat, amelyre
z=ux1 + 219 — x3 < wy (3x1 + 229 + x3) + Wo (—11 — 3)

wy > 0 és wy > 0, kiilbnben az eldjel megfordul
Az a legélesebb korlat, amelyre 12w; + (—3)wy minimalis
Egy masik lineéaris program: dual linearis program

min 12w; — 3ws

st. 3wy — w, > 1
2UJ1 Z 2
w1 — W9 Z —1
W, we > 0

A dualnak is 6 az optimalis célfuggvényériéke
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A Karush-Kuhn-Tucker (KKT) feltételek

o Tétel: tekintsik az alabbi, standard formaban adott
linearis programot

Z = max cl'x
st. Ax =0
x >0

ahol A egy m x n matrix és x pedig n-oszlopvektor.
Egy « akkor eés csak akkor optimalis megoldasa a fenti

lineéaris programnak, ha létezik egy v’ sor n-vektor és egy
w?! sor m-vektor, hogy

Ax = b, x>0 (P)
¢ —wlA+vi =0, ovI'>0 (D)

vie =0 (CS)



A Karush-Kuhn-Tucker (KKT) feltételek

vl és w?! vektorok neve dudl valtozé (Lagrange-i szorzo)

Aw!’ =[w wy ... w,|dualvaltozék a primal
probléma Ax = b feltételeihez tartoznak. Minden a*x = b,
feltételhez van egy w; dual valtozd, pontosan m darab

Avl =[v; vy, ... w,]dudlvaltozdk az x primal
valtozora adott nemnegativitasi feltételekkel vannak
0sszefuggésben. Minden x; > 0 feltételhez tartozik egy v,

dual valtozé, pontosan n darab
A (CS) feltételt felbontva: ) .| v;x; = 0. Mivel v; > 0 és
Z > 0, ezért \V/] - {1, c. ,’Il} LV = 0. Ha tehat (5 > O,
akkor a 7-edik primal valtoz6 értéke 0 és viszont

v; > 0= Tj = 0

T > 0= V;j = 0
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A KKT feltételek: bizonyitas

o Biz.: el6szor belatjuk, hogy ha létezik =, v’ és w! vektor,

hogy
Ax = b, x>0 (P)
¢l —wlA+vT=0, v7'>0 (D)
vie=0 (CS)

akkor az x vektor a max{c’x : Ax = b,z > 0} linearis
program optimalis megoldasa

e x a (P) miatt nyilvanvaloan megengedett megoldas
e Ha x az egyetlen megengedett megoldas, készen vagyunk

e Ellenkez6 esetben legyen o’ egy tetszéleges masik
megengedett megoldas
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A KKT feltételek: bizonyitas

Szorozzuk be (D)-t jobbrél x — x’-vel
0= (c' —wA+v")(z—2) =
(c"z—c'z') —w' Az + vz + w' Az —v' 2’
(CS) miatt v'x =0, és Az = b miatt w! Az = w'b
0=(c'z—c'a) —w'(b—- Azx') —v'x

x’ megengedett megoldas, ezértb — Ax’ =0

Mivel v1 > 0és ' > 0, ezért vix’ > 0, és igy
cle—clx' >0

lgy =’ megengedett megoldasokra ¢’z > ¢’ x’: x optimalis
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A KKT feltételek: bizonyitas

Visszafelé, ha x a max{c'z : Ax = b, x > 0} linearis
program optimalis megoldasa, akkor létezik v’ és w’
vektor, mely kielégiti a fenti (P), (D) és (CS) feltételeket
Ha van optimalis megoldas, akkor van optimalis
bazismegoldas

Eloszor tegylk fel, hogy x egy ilyen, optimalis
bazismegoldas és B a hozz4 tartozo6 bazis

Z IrpB N RHS
Z 1 0 CBTB_lN — CNT CBTB_lb 0. sor
rxg| 0| I, BN B 'b 1..m sorok

Mivel B bazis optimalis, ezért cg T’ B™'N —en? >0

Allitsuk eld az optimalis tablabol a KKT feltételeket
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A KKT feltételek: bizonyitas

e Valasszuk a dualis valtozdkat az alabbiak szerint:
’LUT _ CBTB—l
és legyen v! az optimdlis szimplex tabla nulladik sora

T _ Tp-1n . T
vi = 0 EBBiV cn |20

bazis nembazis

o (P) teljesul a tetel feltevése miatt

o (D) teljestil: v! > 0, tovabba ¢!’ — w!' A + v! = 0 mert

cgl —w!'B+0=cg! —cg'B'B=0 (bazis)
e’ —w!' N+ (ecg' B7'N —cn') =

—cg!'B !N +¢e¢g!'B !N =0 (nembazis)
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A KKT feltételek: bizonyitas
(CS) is teljestll, vagyis vz = 0, mert

0 (cg"B7'N —cn”) [mOB] =0

Vagyis ha x optimalis bazismegoldas, akkor van a
feltételnek megfeleld v’ és w’

Most tegyuk fel, hogy x optimalis, de nem bazismegoldas

Legyen & egy optimalis bazismegoldas és B a hozza
tartozo bazis

Ekkor x felirhatdé a (B bazishoz tartozd) nembazis valtozék
terében, vagyis van xn, hogy

|xzp| |B7'b N ~-B'N N
= Ir N o 0 In_m N



A KKT feltételek: bizonyitas

Valasszuk meg v! és w?! dudlis valtozokat, mint az imént
(P) teljesul, mert & megengedett megoldas

(D) teljesul, mert csak a dualis valtozdkat tartalmazza,
ezekre pedig mar az elobb belattuk a feltétel teljestlését

(CS), vagyis vz = 0, teljesiiléséhez elég belatnunk, hogy
(CBTB_lN — CNT)$N =0

Ez éppen a célfliggveny ertekeben bealld valtozas amint
x-bol x-be haladunk

Ez viszont nulla, mert x és x is optimalis megoldas (]

A szimplex algoritmus iterativ algoritmus egy pont
eloallitdsara, mely teljesiti a KKT feltételeket: (P) és (CS)
minden iteracidban igaz és az a cél, hogy (D) is teljestljon
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A KKT feltételek: példa

e Keressuk az alabbi linearis program optimumat

max 1 + 379 (1)
S.t. —X1 + 23?2 S 4 (2)
x1+ 10 < 4 (3)
x1, 29 > 0 (4)
e 13 és x, slack-valtozok alkalmazasaval standard alak
o Valaszthatoak-e = primal, és v” = [v1 vy vy w4,
w’ = |w; w,| dudl valtozok ugy, hogy a KKT feltételek
teljesuljenek
Ax = b, x>0 (P)
¢ —w'A+v! =0, vl >0 (D)

T

voa=>_0 (CS).



A KKT feltételek: példa

e Tekintsik a © = [O 0 4 4]T pontot
o (GCS)szerintx; > 0= v; =0,igy v3 =v4 =0
o a slack-valtozdkra felirva (D)-t: ¢! — w! A +v! =0

0—w; +0=0
O—w2+O:O

o ebbdl wy = wy =0 adodik
o az x; és ry valtozdkra a (D) feltételt felirva és
felhasznalva, hogy v! > 0

1 +w —wy <0
3—221]1—11}23()

o ellentmondas mert w; = wy = 0: & nem optimalis
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A KKT feltételek: példa

4

e Most valasszukax = [; 2]|” pontot

ox1=5>0=v=0,652,=3>0=1=0
o (D) feltétel elso két, x| és x5-hdz tartozd sorat felirva

w’! [_i ﬂ =1 3] 3 [4/3 8/3]" /

o ebbdl w’ =[2 2] < -
[0 2]
o (D) masik két egyenletébdl: .

_ 2 _ _ 5
U3 = W1 = 3,04 = W2 = 3 4 0"

o teljesulnek a KKT 00
feltételek, ez a pont
optimalis




A KKT feltételek geometriaja

A

/
/’/%

Y
\%

A -

4

e Geometriailag: azx = [; 2]” pont az egyetlen, ahol az

éles feltételek gradienseinek nemnegativ kombinaciéjabdl
eldallithato ¢’
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Linearis programok dualisa

Az optimalis szimplex tablabol kiolvashaté v! és w! dudl
valtozok értéke (v! egybdl, w! kicsit nehezebb)
Tehat amikor megoldjuk a linearis programot, hogy

megkapjuk az optimalis a-t, egyuttal megkapjuk a hozza
tartozé dual valtozék értékét is

Nem lehetne forditva?

Probaljuk direkt megkapni a v! és w?! dudlis valtozok KKT
feltételeknek megfelelo értékeit, hatha azok majd eloallitjak
az optimalis x megoldast

Az eredeti (primal) lineéris program helyett oldjunk meg
egy szorosan kapcsolddé dual linearis programot

Ez nem csak szamitasi értelemben hasznos, de sokat elarul
az adott probléma és optimalis megoldasanak

természetérol
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Linearis programok dualisa

o Tetel: a standard alakban adott maximalizalasi probléma

max ¢’ x
st. Ax = b
x>0

dualisa egy standard alaku minimalizalasi probléma
min w’b
s.t. w!lA—vl =¢f
v’ >0, w! tetszbleges

e Minden primal feltételhez egy dual valtozd, és minden
primal valtozéhoz egy dualis feltétel
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Linearis programok dualisa

A dual feltételei megfelelnek a (D)-vel jelzett KKT feltételek

¢ —wl'A+v! =0, vl >0

Ugyanakkor a célfiiggvény: min w!b
A primalban és a dualban c és b ,helyet cserél”
A v > 0 dudlis valtozékat slack-valtozénak tekintve
megkapjuk a dualt kanonikus alakban
P maxcle D : min w!b
st. Ax = b s.tawlA> el

x >0 w’ tetszbleges
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Linearis programok dualisa: példa

e irjuk fel a kanonikus alaku lineéaris program dualisat

P: max 6x; + 8z

S.t. 35131 + X9 S 4
55131 —+ 2562 S 7
X1, xo = 0

e Slack-valtozokkal standard alakra hozva

P: max 6x; + 8xo

S.tT. 35131 + X2 + X3 = 4
51’1 -+ 21‘2 + T4 = 7
X1, X2, xs, L4 Z 0
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Linearis programok dualisa: példa
A primalban két feltétel van, ehhez két dualis valtozot kell
rendelnink: w! = [w1 wg]

A célftiggvény min w”b = min b’ w, ahol b = [4 7|

min 4wy + Two

Minden primal valtozéhoz egy dualis feltétel

Az 1, valtozéhoz tartozé dudlis feltétel w' a; > ¢y, ahol a4
az A matrix x1-hez tartoz6 (elsd) oszlopa és c; a
célfiggvény x-hez tartozé egyitthatoja

wy ws] [g’] = 3wy + 5wy > 6
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Linearis programok dualisa: példa
e Hasonléan, a dudlis feltétel zo-re: wlas > co

[wl wg} [;] = w1 + 2wy > 8

e A slack-valtozékra egyszerre irjuk fel a dualis feltételeket
wy ws] [(1) ?] >0=w; >0, wy >0

e A dual linearis program

D: min 4w; + 7w,

S.t. 3w1 + 5’LU2 > 0
(V05 -+ 211]2 Z 8
w1, wy = 0
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Linearis programok dualisa

e Ha (<), (>) és (=) feltételek is vannak a linearis
programban

max cTa:
S.t. A1£13 S b1
AQZU — bQ
AgZB > bg
x >0
e Standard formaban
max CTCU
S.1. AliB + ICES = b1
AQZB = b2
Agaj‘ — ICUt — b3
£, Lg, L Z O
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Linearis programok dualisa

Legyen w;! a A;x < b, feltételekhez, wy! a Ayx = by és
ws! a Asx > b; feltételekhez tartozd dual valtozok vektora

min ’UJlTb + szbQ -+ ’UJ3Tb3

s.t. wilA;] + we.'As + wilA; > ¢!
wlTI Z 0
—ws'IT > 0
wq’, wa ! ws! tetszdleges

Vagyis w1? > 0ésws! <0
A primal probléma
o ,<” feltételeibdl a dualban ,> 0” valtozok lettek

o a,>” feltételekbdl ,< 0” valtozok

o az =" feltételekbol pedig ,tetszoleges” eldjell valtozdk
lettek a dualban
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Linearis programok dualisa

Maximalizalasi Minimalizalasi

probléma probléma
— > —> <0 0
e N
N o
= < — > () =
QO — — ‘©
LL >
= — tetszoleges
0 >0 — > —
N B B 2
o ‘D
= <0 — < =
> LL
tetszoleges — =
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Linearis programok dualisa: példa

o Irjuk fel az alabbi linearis program dualisat

max &2
S.t. I1
55171

L1

e A dual linearis program

min
S.t.

2”(1]1
wq
—6w1
Wy

+ 3$2
— 6372
+ 7372

X9

511]2
711]2

+

IVIA TV

VARAVAIVA

tetsz.
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Linearis programok dualisa

Primal Dual
max ¢l min w’ b
Standard alak s.t. Ax = b staw!A> el
x >0 w’ tetszbleges
max el min w’ b
Kanonikus alak s.t. Ax < b stwlA>cl
x >0 w! >0
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A primal és a dual kapcsolata

e Tetel: a dualis linearis program dualja a primal
e Biz.: példaul a kanonikus forma dualisa

P: maxelx D : minw'b —max — blw
s.t. Ax < b stawl A>cl= st.— ATw < —¢
x>0 w! >0 w >0

e Alkalmazva a dualisra vonatkozé szabalyokat D-re

D2 . — miﬂ — QZTC max CTm
st.—axl AT > —b! = st. Az <b
x’ >0 x>0
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A primal és a dual kapcsolata

e Tekintsuk a dualt kanonikus formaban

P . max CTQ'; D . min wa
s.t. Ax < b stwlA>cl
x>0 w! >0

e Legyen x, megengedett a primélban és w; megengedett a
dualban

o szorozzuk be az Axy < b primal feltételt balrdl
w) > 0-val: w} Axy < w{b
o szorozzuk be a w! A > ¢! duél feltételt jobbrol
x> 0-val: w) Axy > ¢’z
e Ekkor
clxy < ng:co < wOTb
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A dualitas gyenge tétele

e Tetel: a primal maximalizalasi probléma barmely
megengedett megoldasahoz tartozé célfuggvényértéke
mindig kisebb vagy egyenlo, mint a dual minimalizalasi
probléma barmely megengedett megoldasahoz tartozo
célfiiggvényértéke
Ha x optimalis a primalban, akkor ¢!« < w?!b, ahol w! a
dual barmely megengedett megoldasa (és vice versa)

o Kovetkezmeények:

o ha x megengedett a priméalban, w! megengedett a
duédlban és ¢! x = w!b, akkor x és w?! optimalis
megoldasa a primalnak illetdleg a dualnak

o ha barmelyik probléma nemkorlatos, akkor a masik
problémanak nincs megoldasa

o a primal probléma barmely megengedett megoldasa
also korlatot ad a dual optimalis célfiggvény értékére
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A dualitas gyenge tétele: példa

e Tekintsuk a korabbi példankat

P: max 6x;+ 8x» D : min 4wy + Tws
s.t. 3x1+ x9 < 4 s.t. 3wy +owy > 6
5ZC1—|—2$2§7 ZU1—|—2”LU228
L1, To Z 0 wh, W9 Z 0

e Valasszunk egy megengedett primal és dual megoldast

o legyenxg = [ 3" ésw{ =2 3]

o ekkor ¢!y = 25 és w/ b =29

o ez azt jelenti, hogy a primal optimalis célfliggvény ertéke
biztosan nagyobb vagy egyenlo mint 25, és biztosan
kisebb vagy egyenlo mint 29

o ugyanez vonatkozik a dual optimalis megoldasara is
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P :

A dualitas gyenge tétele

Ha a primal nemkorlatos, akkor a dualnak nincs
megengedett megoldasa

Hasonlban, ha a dual nemkorlatos, a primalnak nincs
megoldasa

A tulajdonsagok visszafelé nem igazak: abbdl, hogy az
egyik problémaban nincs megoldas, nem kovetkezik, hogy
a masik nemkorlatos

Az alabbi primal-dual linearis programok egyikének sincs
megengedett megoldasa

max 38xr; + 3o D: min 2w; — 4w,
s.t. 1 — 6z > 2 S.t. wy + owy < 8
Sry + a9y = —4 —6wy, + Twy > 3
T < 0 w1 <0
To > 0 Wo tetsz.

-p. 32



A dualitas eros tétele

o Tétel: egy primal és a megfelelo dual linearis programozasi
problemakra az alabbi allitasok k6zUl pontosan egy igaz
o a primalnak van optimalis megoldasa (x) és a dualnak is
van optimalis megoldasa (w?!), és ¢!z = w'b
o az egyik probléma nemkorlatos €s ebbol adéddan a
masiknak nincs megoldasa

o egyik problémanak sincs megengedett megoldasa

P optimalis
P nemkorlatos
D nemkorlatos
P-ben nincs megoldas
D-ben nincs megoldas

D optimalis
D-ben nincs megoldas
P-ben nincs megoldas
D-ben nincs megoldas vagy nemk.
P-ben nincs megoldas vagy nemk.

PLULTD
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Linearis programok dualisa: példa

e A dual felhasznalhaté a primal megoldasara

min 2x; + 39
S.t. r1 + X9
2%1 — 2332
L1, L2,

e Csak ket feltétel van: a dualnak csak ket valtozoja lesz

max
S.t.

+ 55133
+ 2£E3
+ 31’3

4?1]1
W1
W1

211}1
W1

3101

wy,

X3,

+ 4+ 1+

_I_
_I_

3’(1]2
2’11]2
2UJ2

25134
L4

X4,

IV AN IAIAIAIA

+ 3$5
+ 3$5

+

S WO OtWw o

X5
X5

VIV IV

o
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Linearis programok dualisa: példa

Oldjuk meg a dualt

grafikusan
Az optimalis megoldas:
’lIJT:[% g]éSZ():Ej

Rogton tudjuk a primal
optimumat: 5

De elbdllithaté a primal
optimalis megoldas is
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Linearis programok dualisa:

e Oldjuk meg a lineéris programot

max —oxq

S.1.

— T
—25131
—5331
5331
L1,

e Standard alakban

max
S.t.

—5$1
— T
—2331
—5561
55131
L1,

—25132
—2372
—2332
+T9
‘|‘3332
L2,

22172 — X3
25132
2332
o — I3
35132 — I3
L2, L3
X4

+X5
Ly, L5,

IV AA TN IATA

példa

+XI7

AVAI



Linearis programok dualisa: példa

Keresslnk kezdeti bazist

A trivialis valasztas a slack-valtozék oszlopai, melyek
mindig bazist alkotnak. Konkrétan, ha B = {xy4, x5, x¢, x7},
akkor B =1,

Ez a bazis sajnos nem (primal) megengedett, mert
b=B 'b=b*0

Irjuk fel a dualt, hatha a dual slack-valtozék megengedett
bazist alkotnak

min wy + 3w2 — 5?1}3 — 2w4
S.t. —w — 2w2 — 5?1}3 -+ 5’(1]4 2 —5
—2w1 — 2’(1]2 + w3 + 3?1)4 > —2
— w3 — wyg > —1
w1, Wsy, ws, wy > 0
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Linearis programok dualisa: példa

e Atirva standard alakra és attérve maximalizalasra (a végén

ne felejtsuk el az eredmeényt —1-gyel megszorozni!)

max —un
S.T. — W1
—2?1]1

wy,

e A slack-valtozok megengedett bazist alkotnak, mert

B =B

—SU)Q +5w3
—2w2 —5’lU3
—2?1}2 +W3
—W3
W2, w3

—I3 és B_lb =

-
2

1

+2w4
+5w4 —Ws
+3w4
— Wy
Wy, Ws,

>0

e A szimplex algoritmussal mar megoldhato

IVl
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Linearis programok dualisa: példa

e A kezdeti szimplex tabla

zZ|lwy we w3 wy ws wg wr | RHS
z |1} 1 3 -5 =2 0 0 0] O
w0 1 2 (5 =5 1 0 0] 5
wg 0] 2 2 -1 =3 0 1 0] 2
wry; 0] 0 0 1 1 0 0 1] 1
e Emlékeztetdll a pivot szabalyok

o optimalitasi feltétel: 2z = min ey z; > 0

o abazisbabelép k: k = argmin, .y z;

o abazisbol kilep r: r = argmin,cq;  n {;—Zk L Yik > O}

e Tehat w; belép a bazisba és kilép w; (vagy w-)
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Linearis programok dualisa: példa

Z| wy we w3 wyg ws wg wr| RHS
z |1 2 5 0 =7 1 0 0] 5
wy |0 ¢+ 2 1 -1 + 0 0] 1
we [0 & 2 0 -4 : 1 0] 3
wr |0 — —2 0 |2] —£ 0 1| 0

o w, belép, wr kilép: degeneralt pivot

z| w; wy w3 wy ws wg wr | RHS
z (1 2 £ 0 0 & 0 Z| 5
wy [0 = + 1 0 = 0 %] 1
w0 2 £ 0 0 — 1 2| 3
wy |0 —% —3 0 1 —x 0 3| O
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Linearis programok dualisa: példa

Az optimalis dual megoldas w’ =[0 0 1 0 0 3 0

A célfliggvény értéke —5, mert a kapott optimumot —1-gyel
szorozni kell (minimalizalas helyett maximalizaltunk)

Ez lesz a primal optimuma is (erds tétel)

Az optimalis primal megoldaseért kicsit dolgoznunk kell. Ki
kell szamolni a x = cgT B~ értékét

—5 5 0]
MiveIB:{wg,w4,w6},ezértB: 1 3 —1
1 -1 0
p— 1 1_
api_ | P o
-1 2,
Ekkorx =cg’B™ ' =[2 0 1]
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Farkas lemmaja

e Tétel: adott A matrix (m x n) és b (oszlop m-)vektor
esetén az alabbi két allitas kdzul pontosan az egyik igaz

1.) vagy van @, hogy Ax = b,x > 0
2.) vagy van w'!, melyre w!' A > 0és w!b < 0
e Biz. tekintsuk a primal és dual linearis programokat

P max Ox D : min ’UJTb
st. Ax = b stwlA>0
x>0 w? tetszbleges

e Ha (1) fennall, tehat Ax = b, x > 0 megoldhatd, akkor a
primal optimalis megoldasa 0

e A gyenge tétel miatt a primal optimuma (0) alsé korlat a dual
barmely megoldasahoz tartozo célfiiggvényre: 0 < w!b

e Ez ellentmond w!b < 0-nak, emiatt (2) nem allhat fenn
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Farkas lemmaja

Ellenkezd esetben, ha (1) nem igaz, vagyis Ax = b, x > 0
feltételrendszerben nincs megoldas, akkor a primalban
nincs megoldas

Az eros tétel miatt ilyenkor a dual vagy nemkorlatos, vagy
nincs megoldasa

VegyUk észre, hogy a dualban mindig van megoldas, mert
legaldbb w! = 0 mindig megoldas

Tehat a dual nemkorlatos, vagyis van megoldasa és (2)

igaz []
Most a linearis programozas dualitas tételével bizonyitottuk
a Farkas lemmat

Valdjaban idoben a Farkas lemma megelozte a linearis
programozas elmeletet
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