A szimplex tabla

Végzodtetés: optimalitas és nem korlatos megoldasok
A szimplex algoritmus Iépései

A degeneracid fogalma

Komplexitas (elméleti és gyakorlati)

A szimplex tabla

Példak megoldasa a szimplex tabla segitségével

-p.1



Emlékezteto: a szimplex algoritmus

e Tekintstk az alabbi linearis programot

»=max clx
st. Ax =0
x>0

ahol A egy m X n matrix, rang(A) = rang(A,b) =m, b
egy oszlop m-vektor, x pedig oszlop n-vektor

e Legyen B egy bazis, ekkor az oszlopok megfeleld

atrendezése utan A = |[B  N|
1
e Legyen tovabba x = [wB] = B b] a B bazishoz
N 0

tartoz6 bazismegoldas és tegyU_k fel, hogy ez a
bazismegoldas megengedett (B~ 'b > 0)
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Emlékezteto: a szimplex algoritmus

e A linearis program a nembazisvaltozok terében

max 20 + ZjEN 2T

st. zg=b-— Z]EN Y,T;
LB, LN Z 0

ahol

O

O

O

N a nembazisvaltozdok halmaza

b=B"'b

y. a B™'N matrix j-edik nembazisvaltozohoz tartozd
oszlopa, y; = B 'a;

20 =cg'B7'b=cg’h

ziacen! — eg? B™' N sorvektor j-edik
nembazis-valtozohoz tartozé eleme
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Emlékezteto: a szimplex algoritmus

A pivotszabalyok
o xj beléphet a bazisba, ha z, > 0

Yik

A (primal) szimplex algoritmus optimalitasi feltétele: az @
megengedett bazismegoldas optimalis megoldas, ha

by
o x, Kilép a bazisbdl: r = argmin {— L Yik > O}

\V/jENIZjSO

Az alabbiakban feltesszik, hogy a megengedett
bazismegoldasunk nem degeneralt, vagyis b > 0

A degeneralt esettel késobb foglalkozunk
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Nemkorlatos megoldas

e Adva egy * megengedett bazismegoldas, legyen x; egy
nembazisvaltozo ugy, hogy z, > 0
max 2o + 2Tk
_|TB| _ b — Y
s.t. x = [JIN] = O] -+ [ Bk] T

x>0

e Ekkor x;. nbvelésével no a célfiiggvény értéke

e Tudjuk, hogy z;-t addig ndévelhetjik, amig valamelyik
bazisvaltozo negativva nem valik

T <min<q — : y;p > 0

1€B Yik
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Nemkorlatos megoldas

A korlat csak akkor van értelmezve, ha van 7 bazisvaltozo,
melyre y;i. > 0

Ha ilyen nincs, tehat y, < 0, akkor nincs bazisvaltozo,
amely blokkolna x;, ndvelését
Tétel: Egy max{c'x : Az = b,z > 0} linearis program

megoldasa nemkorlatos, ha van & megengedett bazis-
megoldas és x; nembazisvaltozo, hogy 2z, > 0ésy, <0

Biz:. ad = l_z"’] a megengedett tartomany egy iranya,
k

ésax =+ dA\ )\ > 0 pontok mind megengedett
megoldasok

llyenkor minden K > 0-hoz létezik A > 0, hogy

cle =24+ Xz > K []
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Nemkorlatos megoldas: példa

e Adott kanonikus formaban a kdvetkezo linearis program

max i + 39

S.t. L1 — 25132 S 4
—r1 + 22 < 3
X1, xo > 0

o Az x5 és x4 slack-valtozok bevezetésével

1 =2 1 o], T[4 ,
a<[ 7y e[ e-nso

—2 1
1 0

o= ()= [ )= i) == ] -0

e Tekintslka B = |ay a3| = [ ] bazist
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Nemkorlatos megoldas: példa

e A szokasos paraméterek

20 — CBTb:9

ecnT —cg" BTN =[1 0]-1[3 0 [j 1]

-

e A linearis program az aktualis bazisban

max 9+ 4x; — 324

- - (- -

X1,L2, X3, T4 Z O
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Nemkorlatos megoldas: példa

e A nemkorlatossagot okoz0 sugar

X1 0
r — L9 _ 3

X3 10

Za] L0

e A célfuggvény értéke
944\

e Az eredeti valtozok terében

B f]

[03]'




A szimplex algoritmus

TekintsUk az alabbi linearis programot

T

Z = max c'x
st. Ax=0b
x>0

ahol A egy m X n matrix, rang(A) = rang(A,b) =m, b
egy oszlop m-vektor, x pedig oszlop n-vektor

Tegyuk fel, hogy egyik bazismegoldas sem degeneralt

A szimplex algoritmus egy iterativ eljaras a fenti linearis
program megoldasara, amely nem igényel mast csak
linearis egyenletrendszerek megoldasat és egyszeri
linearis algebrai muveleteket

Inicializalas: keresslink egy kezdeti megengedett
bazismegoldast és a hozza tartozdé B bazist
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A szimplex algoritmus: fo ciklus

. Oldjuk meg a Bxg = b egyenletrendszert
A megoldas egyedi: 5 = B 'b=béslegyen xn =0
. Oldjuk meg a w” B = cg” egyenletrendszert

A megoldas egyedi: w! = cg’ B!

Szamoljuk ki minden j nembézisvéltozéra z; = ¢; — w' a;

értékét és legyen a belépd (nembazis)valtozo

k = argmax z; (Dantzig’s pivot rule)
jeEN

. Ha z; <0, akkor vége: [;B] optimalis megoldas és a
N

célfliggvény értéke cglxp

Ellenkez0 esetben tovabb a kdvetkezo 1épésre
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A szimplex algoritmus: fo ciklus

. Oldjuk meg a By, = aj egyenletrendszert
A megoldas egyedi: y, = B 'ay
Ha y, < 0, akkor vége: a linearis program nemkorlatos a

{ [b] + [_y’“] A > O} sugar mentén
0 €L

Ellenkez0 esetben tovabb a kdvetkezo 1épésre
. Pivot: z;, belép a bazisba és =g, kilép a bazisbadl, ahol

b
r = argmin {— D Yik > O} (minimum ratio test)
ie{1,...m} | Yik

Frissitsiik a B bazist (ap, -t felvaltja ay), N-t, cg”’ -t és
cn’ -t és vissza az elsd 1épésre
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A szimplex algoritmus: komplexitas

Tétel: Ha egyik |épésben sem talal degeneralt
bazismegoldast, akkor a szimplex algoritmus véges szamu
lépésben megtalalja az optimalis megoldast vagy
megmutatja, hogy a linearis program nemkorlatos
Biz.: minden iteracidban harom eset egyike kovetkezhet be
o ha z;, < 0, akkor kiszallunk az optimalis megoldassal
o ha z; > 0 de y, < 0, akkor megéallapitjuk, hogy a
linearis program nemkorlatos és kiszallunk
o ha z, > 0ésy, £ 0, akkor a bazisbol kilép egy r
valtozé gy, hogy ;—Tk > ( és a célfiiggvény értéke

zkyb—rk > () hatarozottan no
T

Tehat minden iteracios lepésben vagy kiszallunk, vagy egy
Uj, az elozotol eltérd megengedett bazismegoldast adunk

A bazismegoldasok szama veges [Jo1s



Degeneracio

Ha z;, belép a bazisba, x s, kilép onnan és y, % 0
Pivot elott  Pivot utan

< < Zl——

0 0 - kyrk
B B Yrk k

T =0 T = br

A bazismegoldas degenerélt, haxp = b # 0

Ekkor van x5, = b, = 0, és ha rdadasul v, > 0, akkor 5.
b;

blokkolja x;, novelését: min {— LYk > 0} — 0

' Yik Irk

B

rk

A pivot soran ugyanabban az extrém pontban maradtunk

A pivot utan z; = = (0 és a ceélfliggveny értéke marad z,
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Degeneracio

Cycling: egyik degeneralt bazismegoldasrol a masikra
ugorva korbejarunk ugyanazon az extrem ponton

llyenkor a veges futas nem garantalt
A gyakorlatban nagyon ritkan fordul elo

Pivotszabaly: mivel a bazisba belépo valtoz6 kivalasztasa
tetszoleges ha z; > 0, kilonb6z06 szabalyok adhatok

o Dantzig’s pivot rule: £ = argmax z;
JEN

o Moho (greedy): valasszuk azt a valtozot, ami a
legnagyobb ndvekedést okozza a célfuggvényben

o Bland’s pivoting rule: valasszuk a legkisebb indexi
nembazisvaltozot amire z; > 0 és ha tobb
bazisvaltozora is xp, = 0, valasszuk a legkisebb indexut
kilép0 valtozénak

o Bland szabalyanak hasznalataval elkerllheto a cycling
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A szimplex algoritmus: komplexitas

A Dantzig pivot szabaly hasznalata esetén a szimplex
algoritmus komplexitasa exponencialis lehet

Legrosszabb esetben végig kell nézni akar ()
bazismegoldast

Adhato példa, ahol ez bekovetkezik

Szinte minden determinisztikus szabalyhoz van ellenpélda

Nyitott kérdés: van-e determinisztikus szabaly, amely az
exponencialisnal jobb futasi idot ad?

A gyakorlatban a szimplex algoritmus nagyon gyors
Altalaban m és n fliggvényében linearis szamu pivot elég

Léteznek garantaltan polinom-idejl belsdpontos megoldo
algoritmusok (Hacsian-féle ellipszoid médszer, Karmarkar
algoritmusa)
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A szimplex tabla

A szimplex algoritmus jelen formajaban minden Iépésben
harom linearis egyenletrendszer megoldasat igényli

A szimplex tablak hasznalataval ez elkerllhetd

TegyUk fel, hogy van egy kezdeti megengedett
bazismegoldasunk B bazissal

Legyen z egy Uj valtozd, ami célfliggvény aktualis értékét
jeloli
Z = CBT$B + CNTZEN

TekintsUk a linearis programot az alabbi formaban

max =z

S.t. A cBTa;B — CNTCUN = 0
Ba:B + NQ?N =)
B, N Z 0
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A szimplex tabla
e Axy megadjaxp-t: x5+ B 'Nxzy = B 'b
e Estudjuk, hogy z = ecg"B7'b+ (en” —cg” B N)x N
z+0xp + (CBTB_lN — cNT)wN —cp' B 'b

e A nembazisvaltozok terében

max 2
st. 2z + O0xg + (cg"B'N —cnDxny = cg’B7'b
I, xp + B 'Nzxy = B'b
TB, TN > 0
e A fenti alak tablazat formajaban
Z B TN RHS
2| 1| 0| egTB'N —cnT| eg™B'b 0. sor

rg| 0| I, BN B 'b 1..m sorok
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A szimplex tabla

2|, --- TBy, | TN, ... Zn,_. | RHS
z 10 ... O 21 e Zpem 20
g, |0 1 ... 0 |1 - Yimm | b
g, |10 O ... 1 |Un1i - Ynmn-m b,
TB,, LBy, -, LB, SOrraa bazisvaltozok
TNy, TNy, - -+, TN, SOIfa a nembazisvaltozok

ziacg?T B~'N — cn' sorvektor j nembazisvaltozéhoz
tartozé eleme és 2z, = cg” B~ 'b

b; a B~ 'b oszlopvektor i-edik eleme

y;; @ B~ IN matrix (i, j) eleme
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A szimplex tabla: belépo valtozo

e A célfiggveny alakja a korabbiakhoz képest megvaltozott

Z + g 2iT; = 2o

jEN
e A célfiggvény értékének ndveléséhez olyan k

nembazisvaltozot kell keresntink, amelyre 2z, < 0

e A belépd valtozé a tabla nulladik sorabdl kiolvashatd
o A bazisba belép k£ nembazisvaltozo

k = argmin z;
JEN

o Optimalitasi feltétel

2z =minz; >0
jEN
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A szimplex tabla: Kilépo valtozo

e A bazisvaltozdk kifejezése a szimplex tablaban
I.xg+ B 'Nxny=B'b
e A xp bazisvaltozo a tabla :-edik sorabdl olvashato ki
Tp; + Z Yijt; = b
JEN

o rp, értéeke x; novelésere y;;x;-val csokken

o nemkorlatos a megoldas, ha nincs pozitiv elem k&
oszlopaban: y, <0

o a bazisbol kilép r valtozo

b
r = argmin {— L Yik > O}
ic{1,..m} | Yik

-p. 21



A szimplex tabla: pivot

e Tegyuk fel, hogy k& belép a bazisba r kilép

e A pivot elott a szimplex tabla

< LBy -+ LB, --- LB, :l}Nj ZL‘Nk RHS
z 1 0 0 0 Zj . 2k ... 20
T B4 0 1 0 0 - Yi; - Y1k - .- 51
B, 0 0 1 0 cYrj oo Yrk --- Er
TB,, 0 0 0 1 e Ymj - - Ymk - - - Bm
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1. Osszuk el az r-edik sort y,.,-val

A szimplex tabla: pivot

< rp, --- LB, ---TB,, :BNj ZCNk RHS

< 1 0 0 0 Zj . Rk e 20
T B4 0 1 0 0 - Y1y - Y1k - - 51
zp. | 0] 0 ! 0 Yrj 1 br
T Yrk " Yrk Yrk
rB,, 0 0 0 1 e Ymj - - Ymk - - - l_)m
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2. Minden:=1,2,...,m : 1 = r sorra vonjuk ki a sorbdl az
r-edik sor y;,-szorosat

A szimplex tabla: pivot

rp, ... TB, - ITB,, CCNk RHS

z 0 0 0 . 2k ... 20
T B, ... % ... 0 Y1 — Y1k 0 b1 — Y1k
by

LBy 0 y71“k 0 1 Yrk
TRB,, 0 % 1 0 bm — Ymk

-p. 24



3. Vonjuk ki a nulladik sorbdl az r-edik sor z;.-szorosat

A szimplex tabla: pivot

LBy .- B, -+ TB,, xNj xNk RHS
Y1k Yry Er
z 0 ...—zpZ=E ... 0 Zi — Z 0 20 — 2
kyrkz J kyrk: 0 kyrk
—Yik Yrg 1 BT‘
x 1 ... = 0 . . — 0 b1 —
B Uk Y15 — Y1k Y 1 — Y1k Urr
T}, 0 1 0 Irg 1 by
™ ™ ™
Yrk Yrk Yrk
—Ymk Yry 1 B’I"
x o ... —=mr 1] .. ;— ... 0O by, —
B, Yk ymj Ymk Uk m Ymk Uk

o 1, belépett a bazisba, ezért az Uj szimplex tablaban az
r-edik sor most mar x-t adja meg

e 1. kilépett a bazisbdl és nembazis valtozo lett
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A szimplex tabla: példa

e Tekintstk a linearis programot

max —r; — X9 -+ 41’3
S.t. r1 + o + 223 < 9
r4T + X9 — XT3 S 2
—x1 + 19 + x3 < 4
T, To, x3 > 0
e Slack-valtozokkal standard alakra hozva
max —r;y — Xo + 4x3 + Oxy + Oxs + Oxg
S.t. r1 + x99 + 223 + x4 = 9
r4T + X9 — XT3 + X5 = 2
—r1 + To + I3 + x4 = 4
L1, L2, L3, L4, L5, L6 > 0
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A szimplex tabla: példa

El0sz6r kezdeti bazist kell valasztanunk: alljon ez a
slack-valtozok oszlopaibdl

Kanonikus alakban adott max{c'z : Az < b,z > 0}
linedris program esetén a bevezetendd x, slack-valtozék

oszlopai mindig bazist alkotnak: max{c'z : Ax + Iz, =
b,x > 0,x, > 0} és B = I mindig nemszingularis

Ha réadés_ul b > 0, akkor ez a bazis egyben megengedett
is, hiszenb=B 'b=b>0

Ellenkez0 esetben a kezdeti bazis keresése specidlis
lépéseket igényel (itt nem targyaljuk)

Legyen tehat B = [a4 as CL6]

A nulladik sor: cgTB N — en? = —en? mert az x.
bazisvaltozokhoz a celfiggvényben 0 egyuithato all és igy
cg’ = 0, és hasonldéan zp = cg”B b =0
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A szimplex tabla: példa

e A kezdeti szimplex tabla (a nulladik sort invertalni kell!)

z| x1 x99 X3 x4 x5 xg | RHS
z |1 1 1 -4 0 0 0| O
x, |0 1 1 2 1 0 0] 9
x50 1 1 -1 0 1 0| 2
x|0]—-1 1 1, 0 0 1| 4
e A bazis nem optimalis mert z3 = —4
o A belép0 valtoz6 x3 mert z3 = mincn 2; = —4

e Nem kapunk nemkorlatos eredményt, mert van ;3 > 0

s s p bg . 9 .
o Akilépd valtoz6 ¢ mert —¢ = min{ 5,4} =4
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A szimplex tabla: példa

1. Osszuk el az x¢ sorat yg3-mal, ami most 1

o a tabla sorait most a hozza tartozo bazisvaltoz6

indexével azonositjuk, és nem a sorindexszel

o ezert az x4 soranak elemei rendre az ys; €s bg indexet

kapjak
o hasonldéan a tobbi sorra
2| x1 X2 X3 x4 x5 x¢ | RHS
z |1 1 1 —4 0 0 0 O
xy |0 1 1 2 1 0 0] 9
x5O0 1 1 -1 0 1 0| 2
x¢ |0 —1 1 1, 0 0 1| 4
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A szimplex tabla: példa

2. Az x, €s x5 sordbol vonjuk ki az x4 soranak yyy.- illetve

Ysk-Szorosat

o az x4 sorabdl az x¢ soranak kétszeresét kell kivonni

o lényeg az y,3 €s az ys3 kinullazasa

Z | x1 To rye Ts5 xg | RHS
z |1 1 1 O 0 0] O
x4 |0 3 —1 1 0 —2| 1
x5 |0 0 2 0O 1 1] 6
xe | 0 —1 o 0 1| 4
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A szimplex tabla: példa

3. Vonjuk ki a nulladik sorbdl az x4 soranak z3-szorosat
o most az xg soranak negyszereset kell hozzaadni a

nulladik sorhoz
o |ényeg a z3 kinullazasa

z| x1 X9 X3 x4 x5 x| RHS
z |1|-3 5 0 0 0 4] 16
s 0113 =1 0 1 0 =2
x50 O 2 0 0 1 1| 6
rx310l—-1 1 1 0 0 1| 4

e Pivot vége, Uj szimplex bazist kaptunk (B = {z3, x4, 5})
e A szimplex tabla utols6 sora most mar az x3-hoz tartozik,

érdemes ezt a szimplex tablan jeldlni
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A szimplex tabla: példa

e A szimplex tabla hasznalata

o a nulladik sor utolsé eleme mindig a célfuggvény az
aktualis bazishoz tartozé ertéke, most z = 16

o a bazisvaltozdk értékeit kiolvashatjuk az RHS oszlopbdl
(ha negativ elem van benne, elrontottunk valamit)

o ha a nulladik sor nem tartalmaz negativ elemet,

optimalis a bazis

2| x1 X2 x3 x4 x5 x| RHS
z |11-3 5 0 0 0 4| 16
xy |0 3 -1 0 1 0 =2 1
x50 O 2 0 0 1 1| 6
x3 | 0| —1 1 0 0 1| 4
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A szimplex tabla: példa

e Az aktuadlis tabla nem optimalis, mert z; = —3
e Tehat belép a bazisba x;

e Van kilép0o valtozd (vagyis nem kaptunk nemkorlatos
megoldast), mert y4; > 0. Kilép x4

2| x4 T T3 T4 x5 16| RHS
z |11 -3 5 0 0 0 4] 16
x4 |01 3] =1 0 1 0 =2
x5 | O o 2 0 0 1 1] 6
x3 | 0| —1 1 0 0 1| 4

e Osztjuk x4 sorat 3-mal, a kapott sort hozzaadjuk x3 sorahoz
egyszer, és a nulladik sorhoz haromszor
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A szimplex tabla: példa

z\lxy X9 X3 T4 Ty xg | RHS
z |11 0 4 0 1 0 2| 17
z1|0 1 =2 0 £ 0 —2| =
x50 0 2 0 0 1 1| ©
z3| 0] 0 2 1 L+ 0o | 2

A bazis optimalis

Az optimalis megoldashoz tartozo célfuggvény ertéke a

nulladik sor utolsdé eleme: z = 17

A bazisvaltozok értékei az RHS oszlopbdl:

Az optimalis megoldas: =’ = |

Wl

0

X1
X5
X3
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A szimplex tabla: példa

e Oldjuk meg a kdvetkezo linearis programot

max —2x;7 + x9 + 3x3

S.tT. 2331 — 3332 + I3 S 0
— 25132 + 45133 S 1

—Xr1 — i) S 3

T, T2, ry = 0

e Slack-valtozokkal standard alakra hozva

max —2ry + xo + 3x3 + 0Ozxzy + Oz + Oxg

st. 2¢1 — 32 + x3 + x4 = 0
— 25132 + 4[133 + X5 = 1

—Tr1T — X9 + X = 3

T, X9, T3, T4, Ts, rg > 0



A szimplex tabla: példa

e A kezdeti szimplex tabla

2| xy X2 x3 x4 x5 x¢ | RHS
z |1 2 —1 =3 0 0 O O
xs |0 2 =3 |1 1 0 0| O
x5 0] 0 —2 0O 1 0| 1
x¢|0]—-1 -1 0 O O 1| 3

e 13 belép a bazisba, x4 kilep

e 1, soranak négyszeresét kivonjuk x5 sorabdl, és a
haromszorosat hozzaadjuk a nulladik sorhoz

e Degeneralt pivot, mert by, = 0. A pivot utan ugyanabban az
extrém pontban fogunk maradni
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A szimplex tabla: példa

e A pivot utani szimplex tabla

z | ro X3 x4 s Ig | RHS
z |1 8 =10 0 3 0 0| O
x3|0] 2 =3 1 1 0 0] O
x5 |0 -8 (10 0 —4 1 0] 1
|0/ —-1 -1 0 0 0 1| 3

e 1, belép a bazisba, x5 kilép
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A szimplex tabla: példa

e Az (j szimplex tabla

z| x1 X2 T3 T4 x5 x¢ | RHS
z |1 O 0 0 —1 1 0 1
2 1 3 3
4 2 1 1
9 2 1 31

e A béazisba belép0 valtoz6 x4

e Azonban x, oszlopaban minden elem negativ. Vagyis x4
szabadon névelhetd anélkil, hogy barmely valtozo6 értéke
negativva valna, mikdzben a célfiggvény értéke szintén no

e Nincs korlatos megoldas
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A szimplex tabla: példa

e A szimplex tablabdl kiolvashatdé a nemkorlatossagot okozo
x + \d : A > 0 félegyenes egyenlete

o & az aktualis bazismegoldas

o d elddll a szimplex tabla x4, nembazisvaltozéhoz tartozo

oszlopabol

31

10

alnn O oo O

e Az indexelésre és az eldjelekre vigyazni kell
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