A szimplex algoritmus

e Ismétlés: reprezentacios tétel, az optimalis megoldas és az
extrém pontok kapcsolata

e Alapfogalmak: bazisok, bazismegoldasok, megengedett
bazismegoldasok, degeneralt bazismegoldas

e A szimplex algoritmus, inditas megengedett
bazismegoldasrol, attéeres a nembazis valtozok terére, Uj
valtozo felvétele a bazisba, valtozé kiléptetése a bazisbal,
végzodtetés, optimalitas
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Linearis programok és extrém pontok

o Egy max{c’xz : Ax < b} linearis program optimalis
megoldasa eldall a megengedett tartomany valamely
extrém pontjan

e Ha a megengedett tartomanyt reprezentald X poliéder
korlatos, akkor X felirhato x; extrém pontjainak konvex

kombinaciojakent
X ={{x: Az <b}=conv(x;:5€{1l,...,k})

e Emlékeztetd: konvex kombinacio

( k k )
conv(x;) = < w:m:Z)\jw]—,Z)\j =1,A; >0,
\ J=1 j=1 )
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Linearis programok és extrém pontok

e Ekvivalens linearis program A, valtozokban

(& k
max < Z(chj))\j:Z)\jzl,)\j >0 Vjedl,....k}

\ J=1 j=1

e A megoldas eldall a megengedett tartomany valamely
extrém pontjan

T

T :jE{l ..... I{Z}
_ T
je{l,....,k}

ahol z.,¢ a célfiiggvény optimumat fogja jeldlni

\

/
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Extrém pont megoldasok: példa

e TekintsUk az alabbi feltételrendszert

—T1 + X9
—x1 + 229
X1, L9

e Extrém pontok: 4 |
0] |0 /
1 — y L) — 2,

0
- );
4

AVARVANIVAN
SN\
(0))
>

r3 —




Extrém pont megoldasok: példa

e TegyUk fel, hogy a —4x, + x4 célfliggvényt szeretnénk
maximalizalni

cley=[-4 1]

=0, cl'ey =[—4 1] [g] = 2,

cles =[—4 1] = —4

e A megoldas az extrém pontok kozul az, amelyik
maximalizalja a ¢’ x; szorzatot

T 0
wj:jE{l ..... k}
Zopt = ~IMax cTa:] =2
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Extrém pont megoldasok: példa

Ha most ehelyett a —z1 + 3x, célfiggvényt szeretnénk
maximalizalni, akkor nincs véges megoldas

Ekkor ugyanis valaszthato d iranyvektor és @y megengedett
megoldas, hogy xy-bdl d irdny mentén haladva
tetszolegesen nagy megengedett megoldast kapunk

Vagyis az ¢ + pud minden p > 0 esetén megengedett, és
Példaul ha d = H = [2

noveli a célfuggvény értékét
2 2
= [2] st = [ ]

megoldas megengedett minden 1 > 0-ra és a celfuggveny
értéke ¢’ (xg + ud) = cl'xy + pe’d

Lemma: a nemkorlatossaghoz elégséges 3d : ¢''d > 0

tt teljesiil, mert ¢’d = [~1 3] [2] =1>0
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Bazismegoldasok

Az extrém pontok geometriai értelemben irjak le egy linearis
program megoldasait

A megoldashoz viszont algebrai értelmezeés kell:
megengedett bazismegoldasok

Tekintsik a X = {x : Ax = b, x > 0} poliéderrel adott
feltételrendszert, ahol A egy m x n matrix, b egy oszlop
m-vektor, x pedig oszlop n-vektor

TegyUk fel, hogy rang(A) = rang(A,b) = m

Ekkor A oszlopait atrendezve A = |[B N|, ahol

o B egy m x m méretll kvadratikus, nemszingularis
matrix (a bazis)

o N pedig m x (n —m) méretll matrix (a nembazis)
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Bazismegoldasok

Megjegyzés: a sorok és oszlopok szabadon atrendezhetoek
egy linearis programban

LB
LN
B oszlopaihoz tartozo, és  n hembazisvaltozok az NV
oszlopaihoz tartoz6 valtozok

RendezzUk at x-et: @ = [ ] , ahol g bazisvaltozok a

A feltételrendszert B bazisban felirva

Az = |B N]| [iﬁ] = Bxp+ Nxny =b

Mivel B bazis nemszingularis, szorozhatunk balrdl az
inverzével
rg+ B 'Nxy =B 'b
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Bazismegoldasok

e Megkaptuk a bazisvaltozékat a nembazisvaltozok
figgvényében

rg =B 'b— B 'Nxn

e x -t nullara valasztva adddik a B bazishoz tartozé
bazismegoldas

1

e Ha még raadasul xg > 0, akkor megengedett
bazismegoldast kaptunk

—1
rp=B'b>0 zny=0 x= [mB] = [B b

LN
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Bazismegoldasok

Ha g minden komponense pozitiv (xg > 0), akkor x
nemdegeneralt bazismegoldas, ellenkezo esetben pedig
degeneralt bazismegoldas

A megengedett bazismegoldasok jelentdsége, hogy ezek
megfelelnek a linearis program megengedett tartomanya
extrém pontjainak

Tétel: x akkor és csak akkor megengedett bazismegoldasa
egy max{c'x : Ax = b,z > 0} lineéaris programnak, ha =
az X = {x : Ax = b,x > 0} megengedett tartomany egy
extrém pontja

Ha rdaadasul £ még nemdegeneralt is, akkor egyedi B bazis
azonositja

A megengedett bazismegoldasokon iteralva eldallithato a
linearis program optimalis megoldasa: szimplex algoritmus
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Bazismegoldasok: példa

e Tekintsik a megengedett tartomanyt

_|_

X9

AVARVANIVA

6
3
0

e A fenti pelda kanonikus alakban van, standard alakra kell

hoznunk

e Addicionalis (slack) valtozokat vezetunk be:

_|_

X9

_|_

X3

XT3 és X4

6
3
0

IV
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Bazismegoldasok: példa

e A feltételrendszer matrixa

A — [&1,(1270,3,(14] —

A%
1 1 1 0 6 1
0 1 0 1
e A teljes sorrangu, ezért 0 g]T 33y L% =3
bazisai 2 x 2 méretliek r -
o Ezek kodzul azok 2
eredményeznek
megengedett 0 o' [6 0]
béZismegOldéSt, 2\ 4\ é X,
melyekre B

nemszingularis és
B '6b>0
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Bazismegoldasok: példa

1. B=la; a3 = [ (1) ﬂ megengedett bazis

NN R
et

(1)] megengedett bazis

R R I H
iy
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Bazismegoldasok: példa

3. B=|ay a3 = [ 1 (1)] megengedett bazis

-2 o= [ B[
][, sremee 1] -

] nem megengedett bazis
I 0f |6 6
i) ] e
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Bazismegoldasok: példa

5. B = a3 a,4]:[

1
0

1

] megengedett bazismegoldas

o[- Y-
l ] s 2] <[,

6. B-a al=|

bazismegoldast

] szingularis, nem general
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Degeneralt bazismegoldasok: példa

A
e Adjunk egy Uj, ,redundans” ° 1
feltételt az eldbbihez
41 X,<3

o+ o <6 03y EEN .
Ty < 3 2 ¢ *9,\; <
r1 -+ 2562 S 9 v
Ty, ro 2> 0 [0 0] \ \ [6 01
2 4 63 !
e A slack valtozokkal standard alakra hozott rendszer
riT + X9 + I3 = 0
i + 4 = 3
ry -+ 2332 + Ty = 9
L1, X9, X3, X4 XTr 2 O
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Degeneralt bazismegoldasok: példa

1] 1 1 0 0]
A =lai,as,a3,a4,a5l=] 0 1 0 1 0

1 2 0 0 1

e A B = |a4, ay, as] bazishoz tartozé megengedett

bazismegoldas degeneralt bazismegoldas
—1

(T 1 1 1] 6]
rp — |I2 :B_lb: 0 1 0 3| =
| L3 i 1 2 O_ _9_
T 0 -2 1761 [3
0 1 0|3 =13]#0
1 I —1] 19 0]
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Degeneralt bazismegoldasok: példa

Hasonléan a B = |aq, as, a4] is degeneralt bazis
—1

(11 | 1 1 0] 6 |
rp = |To2| = B_lb = 0 1 1 3| =
| L4 i 1 2 O_ _9_

-1 0 1] 3] =13] #0

. X3 . O- , R o 3
LN — [335] = [O ,extrem pont. [:C2] = [3]

A két degeneralt bazismegoldashoz ugyanaz az extrém
pont tartozik

Egy kétdimenzios térben egy extrém pontot ket hipersik
hataroz meg

Az x = 3] extrém pontban azonban 3 hipersik taldlkozik _,



A szimplex algoritmus

Lattuk, hogy egy linearis program megoldasa, ha létezik,
elddll a megengedett tartomany valamely extrém pontjan

Az extrem pontok pedig megfelelnek a megengedett
bazismegoldasoknak

Ezekbdl sajnos (:1) szamu lehet, ezeket lehetetlen
egyenként eldallitani mar par tucat valtoz6 esetén is

A szimplex algoritmus egy modszer, amely egy
megengedett bazismegoldasbdl kiindulva ujabb és ujabb, a
célfliggveny ertekét javitd megengedett bazismegoldasokat
allit elo

A gyakorlatban a szimplex az extrém pontok csak egy kis
hanyadat jarja be
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A szimplex algoritmus

TekintsUk az alabbi linearis programot

»=max clx
st. Ax =0
x>0

ahol A egy m X n matrix, rang(A) = rang(A,b) =m, b
egy oszlop m-vektor, x pedig oszlop n-vektor

—1
B ] — [B b] egy kezdeti megengedett
r N 0

bazismegoldas, B a hozza tartoz6 bazis, és A = |[B IN|

Legyen x = [

Felirjuk a linearis programot a nembazisvaltozok terében

lgy megtudjuk, hogy az ezek megvaltoztatasa hogyan
befolyasolna a celfliggveny és a bazisvaltozok érteket
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A szimplex algoritmus

e A feltételrendszert B bazisban felirva

Ax = [B N] [Z}:B] = b, vagyis Beg+ Nxny =0
N

rg =B 'b— B 'Nxn (*)

e Legyen N a nembazis valtozék halmaza, jeldljik a B~ IN
matrix oszlopait sorra y ;-vel minden j € N-re es legyen

b= B 'b
e Ekkor a feltételrendszer a nembazisvaltozék szerint

IrpB :B—Z’ijj

JEN
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A szimplex algoritmus

e Rendezzik at a célfiiggveényt is a bazisvaltozékhoz tartozo

tagokat elérehozva: ¢! = [cg! en']

e Behelyettesitve a célfliggvénybe és felhasznalva (*)-ot

= CB B +CN TN =

LB T T
LN

r=c'z=[cg’ cn'] [
cg'(B™'b - B 'Nzyn)+en' oy =
CBTB_lb + (CNT — CBTB_lN)al‘N

e Legyen zp = cg"B b ésjeldljik ey’ — cgTB'N
sorvektor elemeit z;-vel minden j € N-re

z2 =2y + E 2T

JEN
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A szimplex algoritmus

e A linearis program a nembazis valtozok terében

max 2o + Z]EN 2T

st. g =0b— ZJEN YT,
LB, LN 2 0

ahol

o N a nembazis valtozok halmaza

o b= B 'b

o y; a B~'N maétrix j-edik nembazis-valtozohoz tartozé
oszlopa

o zp=cg' B 'b=cp’b

o z;acn? — cg? BN sorvektor j-edik
nembazis-valtozohoz tartozé eleme
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A szimplex algoritmus: példa

e Tekintstk a linearis programot

max i1 -+ I

st. 1 + 21, < A4
i) S 1
T, rg > 0

e Bevezetve a slack-valtozokat

max[l 1 0 O]ZIZ

1 210 - [4
010 1|* T |1

X1,T2,X3, T4 Z O
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A szimplex algoritmus: példa

e Legyen B = [as, as], ekkor B = {2,3}, N = {1,4}
I 2 | I [ B} I b R

CB —[1 O] CN —[1 O]

e
w0 B[

zw=cglb=[1 0 H =1

enT' —egTBT'N =[1 0]—[1 0] [(1) _;] [(1) (1)] -

1 0—[0 1y=[1 -1



A szimplex algoritmus: példa

e A linearis program a nembazis valtozok terében

max 14+ 21 — 24

BB (4

X1,L2, X3, T4 Z O

4 + 2 A B bazishoz tartozo
megengedett bazismegoldas:
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A szimplex algoritmus: pivot

e A linearis program a nembazis valtozok terében

max 2o T Z]EN 2%

st. xg=b-— Z]EN Y,T;
LB, LN Z 0

o Mivel [wB] bazismegoldas, ezért xn = 0
LN
e A fenti alak jelentosége, hogy megmondja
o a celfliggveny és a bazisvaltozok értékét az aktualis
bazisban (a célfliggvény értéke 2, és £z = b)
o tovabba, hogy hogyan valtozna az egyes bazisvaltozok
és a celfuggvény értéke, ha az egyik nembazis valtozot
nullarél elkezdenénk novelni
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Pivot: példa

max 14+ 2 — 24
¢ Ta| 1 0 1 2
U] 2] T 2 %01%' =
X1, L2, T3, L4 Z O ‘ ‘ |

e Példaul ha x4-et nullardl 1-re néveljik mig z; marad 0
o a célfiggvény értéke 1-rdl nullara csékken, mert

24 = —
o x9 értéke 1-rol nullara csdkken, mert yo4 = 1
o x3 értéke 2-rol 4-re no, mert y34 = —2

e 14-et nem érdemes novelni, mert akkor a celfliggveny
érteke csokken

-p.28



max

S.1. [x2
L3

Pivot: példa

1—|—5171—ZE4

-]

X1,T2, X3, T4 Z O

1
2

] .
L4

e Ha a masik nembazis valtozét, x;-et nullardl 1-re ndveljik
o a célfuggvény értéke 1-rol 2-re no, mert z; = 1

o x9 ertéke nem valtozik, mert y5; = 0

o x3 érteke 2-rol 1-re csokken, mert y3; = 1

e Erdemes z;-et ndvelni, mert a célfliggvény értéke né

e Addig novelhetjik, amig valamelyik valtozé negativva valik

e Esetlinkben r; = 2 esetén x5 értéke 0, r; > 2-re negativ

-p.29
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A szimplex algoritmus: pivot

e Tekintsik a nembazisvaltozot, amelynek a névelésével a
célfliggvény értéke a legjobban nd

k = argmax z;
JEN

e ROgzitsink minden mas nembazisvaltozot nullaban és
noveljuk .-t

Z = 20 + 2Tk
L By 1_91 Yik
T B, by York

LB, bm Ymk

—-p. 30



A szimplex algoritmus: pivot

e Az x; nembazis valtozét addig ndvelhetjlk, amig valamelyik
bazisvaltozo nullava nem valik

e Legyen x; : 1 € B egy bazisvaltozd, amelyre y;;, > 0
e Ekkor x;, nembazis valtozoé ndvelésével x; nemnegativ ha

0 <z = b — yarp
b;
Yik

T <

o Az elsd bazisvaltoz6, amely kinullazédik

r = argmin < — : Y;p > 0
ic{1,..m} | Yik
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A szimplex algoritmus: pivot

Legyen az aktualis bazis nemdegeneralt (b > 0) és tegylk
fel, hogydk € N : 2z, >0ésdi € B : y;. > 0

b
Legyen £ = argmax z;, r = argmin {— L Yik > O}
JEN i€B Yik

-t nullarél 2= -ra ndvelve:

rk

Z—ZO—FZka

I’k:ybrk>oxr—0
CUBisz—;ji]Zbr i € B\ {r}
z; =0 j € N\ {k}

A célfiiggvény értéke no: z > zp mert zk - > 0
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A szimplex algoritmus: pivot

Tétel: a fenti feltételekkel kapott pont megengedett
bazismegoldas

Biz.: a valtozok értéke a feltételek miatt nemnegativ, ezért
elég belatnunk, hogy az Uj bazis, vagyis az A matrix
ap,,aB,,---,4p, |, 4B, ,,---,06pg, 0szlopaiis
linearisan flggetlenek

Ha ay-t felijuk B = |ag,, ..., ap,,] oszlopainak linearis

kombinacidjaként, akkor a, egyutthatdéjanak pontosan ;..
adodik
ar =N, =B(B™'N), = By, = Y auys
i€B
mert y, éppen B~' N matrix k-hoz tartoz6 oszlopa

Az Uj bazis linearis fliggetlensége kdvetkezik v, # 0-bdl az
alabbi lemma felhasznalasaval 1, .



Egy lemma

Lemma: legyen a4, ..., a, linearisan figgetlen és
csereljik le az egyik a; vektort egy a vektorra, mely

a,,...,a, vektorokkal linearisan 6sszefliggo:

a = Z?:l )\zaz Ekkor a,...,a;—1,a,qj41,...,0a, akkor
és csak akkor linedrisan flggetlen, ha \; # 0

A bizonyitastol most eltekintlink

A pivot utan kapott x tehat megengedett bazismegoldas

Bazis, mert a kilépd valtozé tesztjében v, # 0 biztositva
van )
r = argmin < — : Y;z > 0
ic{1,..m}  Yik

A k& nembazisvaltozd belép a bazisba, mig az r
bazisvaltozé kinullazodik és kilép a bazisbol
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Pivot: példa

max 1421 — 24
Ta| 1 0 1 2
S.t. 2 = 2| 7 |1 L1 — _9 L4 |_07[0 1%. X, =1
X1,T2, X3, T4 Z O ‘ ‘

e Belép a bazisba x1, mert

- = |, —1} =1
2 = max 2 max{1, —1}

e Kilép a bazisbdl x5, mert
b b |
== r_nin{— L Yik > O} = min{2} = 2

Ys1 €B | Yik

-p.35
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Pivot: példa

A pivot utan kapott Uj pont

k=1,r=3 A «

B={1,2}, N = {3,4) R
z:zo+zkﬁ:1+2:3

$1:£Lk:2

3322132—2—2133:1—021

333:[)3—3;2—];[?3:2—2:0 > 5
e =0 6

r=1[2 1 0 0

—-p. 36



Pivot: példa

B={12},N=1{34}, ,4x%

1 0O
b b
2 2 1]
[O 1] | !
=1 1],en® =10 0] ; ) 6> X,

e Az Uj bazisban felirva a linearis programot

max 3—333—|—£C4

s ][
S. L. o = 1 — 0 X3 1 Ly
L1, L2, X3, L4 Z 0
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Szimplex: optimalis megoldas

Emlékeztetoul a pivotszabalyok
o x beléphet a bazisba, ha z;, > 0

b
o x, Kilép a bazisbdl: » = argmin {— L Yik > O}
ie{1,...m} | Yik

Ha minden j € N : z; < 0, akkor egyik nembazis valtozot

sem érdemes ndvelni, mert ekkor nem ndvelnénk a
célfiiggvény értékét

Tétel: a (primal) szimplex algoritmus optimalitasi feltétele
\V/] - N Zj S 0
Biz.: ha valamely & megengedett bazismegoldasra

Vj € N : z; <0, akkor o lokalis optimum

Mivel a megengedett tartomany konvex és a célfiggvény
konkav, ezert x globalis optimum is [ 155



Optimalis megoldas: példa

e A korabbi példanknal maradva
max 3 — x3+ 14
r| |2 |1 |2
L1, L2,T3, L4 Z 0

e Ez a bazismegoldas nem optimalis, mert z, > 0
o tehat x4 belép a bazisba
o €s x5 kilép a bazisbodl, mert

_ ;
b :min{— L Yia > 0} = min{l} =1

Y24 €B | Yiq
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Optimalis megoldas: példa

e Az Uj bazisban

B={1,4,N={23},eg’ =1

ool n-f |

e Azz=1[4 0 0 1]' megengedett

bazismegoldas optimalis 4 1

max

4—[132—333 2 |

A x

0]7 CN

1 0
0 1

2

=11 0

|

(211

o [

XL1,T2, X3, T4 Z O

,\4 O]T
1 B
2 4 6

—p. 40
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Szimplex példa: osszefoglalas




Egyedi optimalis megoldas

Def.: max{c'z : Az = b,z > 0} lineéaris programnak Z
megengedett megoldas egyedi optimalis megoldasa, ha
minden x # & megengedett megoldasra ¢’z < ¢!’z

Tétel: az x megengedett bazismegoldas egyedi optimalis
megoldas, haVj € N :z; <0

Biz. legyen @ barmely x-t0l klilbnb6z6 megengedett
megoldas, és legyen a hozza tartozo6 célfliggvényérték z

Legyen NV az x megengedett bazismegoldashoz tartozo
nembazis valtozok halmaza, ekkor

Z =2yt g 2iZ
JEN

d7€ N:z; >0 (ktlonbenx =x)ész; < 0= 2 < 2z O
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Egyedi optimalis megoldas: példa

e Tekintsik az iménti linearis programxz =4 0 0 1]°

megengedett bazismegoldasat

B={1,4},N = {2,3}

Cfro] o [21] o0 10
T | K

cg’ =[1 0,eny’ =[1 0

max 4—332—5133 4

R DR

X1,T2, X3, T4 Z O

e Tehat x egyedi, optimalis megoldas




Alternativ optimalis megoldasok

e Tegyuk fel, hogy x optimalis megengedett bazismegoldas
(tehat vVy € N : z; < 0), de létezik olyan nembazisvaltozo,
mondjuk k, melyre az optimalitasi feltétel egyenloséggel
teljesdl: z, =0

e Ha & nemdegeneralt, akkor x;, nullarél megndvelhetd
valamely ¢ > 0-val anélkul, hogy kinullazédna valamelyik
bazisvaltozé

Z :ZQ+ZkCEk:ZQ+OZCk
_ZCBl_ b1 Y1k
= || = | : | %k
LBy, | _Bm_ | Ymk_

e Minden 0 < z; < € valasztas optimalis megengedett
megoldast eredményez, hiszen z; = 0 miatt a célfuggvény
értéke nem valtozik
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Alternativ optimalis megoldasok

e A linearis program az x;, nembazisvaltozo fuggvényeben,
zr = 0 és mindenmas z; < 0

max 2o + Oz,

s.t. @ = [wB] =
LN

x>0

ahol szokas szerint y, a B~ "IN matrix k-hoz tartoz6
oszlopa, e;, pedig a k-adik kanonikus egységvektor

e Alternativ optimalis megoldasokat kapunk amig xg > 0

b — Y, . b;
— < _o .
33—[0]+)\[ ek] 0<\ Eré%l{yik-yzk>0}

—p. 45



Alternativ optimalis megoldasok: példa

e Tekintstk a linearis programot

max 2xr; + 4x-

st. x1 + 22, < 4
—r1 + w2 < 1
X, X2, Z 0

e Slack-valtozokkal standard alakra hozva

max 2xr;1 + 4xo

st. x1 4+ 2x9 + w3 = 4
—r1 + X9 + x4 = 1
X1, X2, X3, L4 Z 0

—p. 46



Alternativ optimalis megoldasok: példa

e Legyenabazis B =[a; a4 = [_i (1)] , B! = E (1)]

e A bazishoz tartozo megengedett bazismegoldas

-2 - [ ] - 1

—p. 47



Alternativ optimalis megoldasok: példa

e A bazismegoldashoz tartozé paraméterek

CBT:[Q O:,CNT:[ZL O]
o |1 oolf2 1] [2 1
B N‘L 1 [10_[31

- 4
0 — CB b:[2 O] 5 =&

—p. 48



Alternativ optimalis megoldasok: példa

e A linearis program a nembazisvaltozok terében

max 8+ 0xy9 — 223

¢ 1| 4 o 2 o 1
S. 1. T4 — 5 3 i) 1 X3
L1, L2,L3, Ly Z 0

e Alternativ optimalis megoldasok

X, L,'\
o _ _ 4 <
1

4
T = 8 FAL g 0<A<y  [2RSAT
T 2 51T A
e Al4 0] ésal; 3]° pontok oo 5 :

6sszes konvex kombinacidja [4 01,
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