A linearis programozas alapjai

A konvex analizis alapjai: konvexitas, konvex kombinacio,
hipersikok, félterek, extrém pontok

Konvex és konkav flggvenyek, a gradiens, lokalis és
globalis optimum, a konvex programozas alapjai

Poliéderek, a Minkowski-Weyl tétel (a poliéderek
reprezentacios tétele)

Linearis programok megoldhatdosaga a reprezentacios tétel
alapjan, a megoldasok és az extrem pontok 6sszefliggései

Linearis programok grafikus megoldasa, a megengedett
tartomany (korlatos, nem korlatos, tres), optimalis
megoldasok (egyedi, alternativ, nem korlatos)
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Konvex halmazok

e Minden 0 < A\ < 1 értékre a kifejezés
Axy + (1 — N

neve x, €s x, vektorok konvex kombinacidja

e Geometrialilag ¢ és x5 konvex kombinaciéi egy ¢ és a-
pontokat 6sszek6td vonalszakaszt alkotnak
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Konvex halmazok

e Egy X C R"™ halmaz konvex, ha tetszbleges x; és x-
pontjara igaz, hogy

V)\E[O,l])\a:1+(1—)\)w2€X

e Vagyis X konvex, ha tartalmazza az 6sszes pontjanak
0sszes konvex kombinaciodjat

Konvex halmaz
Nemkonvex halmaz
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Konvex halmazok: példak

Tetszoleges x1, @o, . .

( k
X:<Z)\iazi:

\ =1

k

Y N=1Vie{l,... k}: X\ >0

1=1

X =convi{x; : 1 <1< k}

Gomb: X = {[z,y,z] : 2* +y* + 2* < 1}

Vektortér: X = {«x

. Ax = 0}

LEltolt” vektortér: X = {x : Ax = b}
Linearis program megengedett tartomanya:

X={x:Ax=0bx > 0}

X ={x: Ax < b}

., ;. pont konvex kombinacioja:

\

/

-p. 4



Konvex és konkav fiiggvények

e Egy f: R" — R flggvény konvex egy X C R" konvex
halmazon, ha minden x; és a5 vektorra (x, x5 € X)

fOz1+ (1= Nza) < Af(z1) + (1= A)f(z2) VA€[0,1]

e Az f(x1) és f(x2) pontokat 6sszekotd har a fliggvény
grafikonja f0lott helyezkedik el

e f fliggvény konkav, ha (—f) konvex

/ f(x,) / f(x,)

P x . > X

f(x,) \
f(x,) f(x)
f(x,) 1
. ‘ P x
X1 X2

X 1 X2 X1 X2

(a) konvex (b) konkav (c) egyik sem
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Konvex és konkav fiiggvények

e Egy f: R" — R fliggvény grafikonja ,fol6tti” pontok
halmaza az f epigrafja

epi(f) ={(z,y) :x e R,y e R,y > f(x)}

e Fliggvény konvexitasanak ellendrzése: f konvex az R™
halmazon akkor és csak akkor, ha az epi( f) halmaz konvex

-p.6



Optimalizalas konvex halmazon

e Legyen f : R" — IR fliggvény és keressiik az altalanos
max f(x) : * € X optimalizalasi feladat megoldasat

e T € X globalis optimum, ha minden & € X pontban
f(®) > f(x)

e x € X lokalis optimum, ha létezik  valamely € > 0
sugaru kdérnyezete N (&), hogy V& € N (&) N X:

f(z) > f(x) B

A

A pont lokalis, B pont
globalis maximum az [z, x|
tartomanyon




Optimalizalas konvex halmazon

Tétel: Legyen f : R" — R konkav fliggvény egy X konvex
halmazon és & € X lokalis optimuma a max f(x) : x € X
optimalizalasi feladatnak. Ekkor & globalis optimum is

Biz.: x € X lokalis optimum, ezért I1étezik ¢ > 0 sugaru
N () kdrnyezete , hogy

Ve e N(x)N X : f(x) > f(x)

Tegyik fel, hogy & nem globalis optimum, és Iétezik
xeX: f(x)> f(x)

Mivel X konvex, ezért x és & konvex kombinacioit is
tartalmazza (az ¢ és x pontokat 6sszekdtd vonalszakaszt)

Tovabba barmely ¢ > 0 esetén N, (&) tartalmaz olyan -t
kUldnb6z0 pontokat, melyek eldallnak mint & és & konvex
kombinacioi
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Optimalizalas konvex halmazon

e Mivel f konkav, ezért x és & pontokat 6sszek6td
vonalszakaszon levo minden -0l kilénb6zo ponthoz
f(a)-nél nagyobb fliggvényérték tartozik

N——"

VAe (0,1]: fOxz+ (1 —=Nx) > A f(®)+(1-X)f(®) >
> AM(®) + (1= A)f(Z) = f(Z)

e Tehat & minden kdrnyezete tartalmaz olyan x pontokat,
melyekre f(x) > f(&), ami ellentmond a feltevésnek, hogy
a lokalis maximum []

e Kovetkezmény: Legyen f : R™ — IR konvex fliggvény, X
konvex halmaz és © € X lokalis optimuma a
min f(x) : * € X optimalizalasi feladatnak. Ekkor &
globalis optimum is
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A gradiens

e Adott X C R™ halmaz és f : R" — IR fliggvény. Ekkor f
differencialhato egy & € X pontban, ha létezik V f(x)
gradiens vektor és o : R" — R fliggvény, hogy Vo € X:

fl@)=f@)+ V@) (x-2)+ |z —z|a(@,2—2T)

ahol lim, .,z a(x,x —x) =0
e Pontbeli linearizalas a fliggvényt az elsd rendl Taylor-sorral
kozelitve: f(x) ~ f(z) + V[f(Z)! (x — Z)

e Ha f differencialhatd, akkor a gradiens egyértelmi és eloall
a parcialis derivaltak vektoraként

0x1 0x9 T Oxn

of(x of (x of (x
Vf(ili)T: fle) Of(x) f(x)
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A gradiens

A gradiens megmutatja a f fluggvény valtozasat mikbzben
x pontbdl Ax iranyban elmozdulunk

f(®+Az) - f(z) = Vf(z) Az

Tekintsik a Ax : ||Az| = liranybeli Vf(Z) Ax
derivaltat

A skalarszorzat tulajdonsagai miatt Ve, y, ||| = ||y||:
x!x > x!y (koszinusztétel), ezért
o f leggyorsabban a Ax = H%Egn iranyban novekszik
o f leggyorsabban a Ax = _% iranyban csOkken

Tétel: ha x pont f fliggvény lokalis minimuma vagy
maximuma, akkor Vf (&) =0

Forditva nem igaz, mert x lehet inflexiés pont is o



Hipersikok és félterek

Hipersik: azon x pontok
halmaza, melyek kielegitik

az a’ © = b egyenletet
Az a vektor a hipersik
normalvektora
Az X ={x:a’x = b}
hipersik a teret két féltéerre
0sztja
o ,also” felter:
{x:a'x < b}
o felso” féltér:
{x:a’x > b}

A hipersikok és félterek
konvex halmazok

<
<
O




Extrém pontok

e Egy konvex X halmaz x € X pontja X extrem pontja, ha
nem allithatd eld X két, x-161 kildbnb6z6 pontjanak konvex
kombinaciojakent:

r= 1+ (1l—ANxés0<A\<1l=>xi=22 =2

e x| és x, extrém pontok,
To éS 3 nem

e az extrém pontok a konvex
halmaz ,sarokpontjai”
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Poliéderek

e Véges szamu siklap altal hatarolt test

<7

Triangle Tetrahedron Pyramid
Quadrilateral Prism Septahedron
Polygon Hexahedron Polyhedron

e A ,polieder” fogalom alatt altalaban a ,konvex poliédereket”
értjuk
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Konvex poliéderek

e 1. definicio: véges szamu féltér metszete

X=A{x:aqx<b,ie{l,.... m}} ={x: Ax < b}

o Kovetkezmény: egy linearis program megengedett
megoldasainak halmaza mindig konvex poliédert alkot

o kanonikus alak: max{c’z : Ax < b,z > 0}
o standard alak: max{c’x : Ax = b,z > 0}

o 2. definicid: véges szamu pont konvex kombinacidja

X =

( n
Z N

\ =1

n

doN=LVief{l,...,n}: )\ =0

1=1

\

/
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A Minkowski-Weyl tétel

e Korlatos poliéderek reprezentacios tétele: a két definicio
egyenértéki

e Minkowski-Weyl eros tétele: ha véges szamu féltér
metszete korlatos halmaz, akkor az felirhatd véges szamu
extrém pont konvex kombinaciojaként

{x: Ax < b} & conv{z; : 1 <j <k}




A Minkowski-Weyl tétel: példa

A%
° 1 o Félterek metszete:
41 X ={x1,29: w1+1x5 <6
X <3 1y 42 1 2 >
| ‘[O 3" 2 | $2 <3
[33]' r1,T2 >0 }
2 i
e Exirem pontok konvex
[6 0] kombinacidja:
! ! X1
ooy 2 4 6§ X:conv( ol Tol T3l T6 )
Extrém pontok: O3] 3] |0

HRERERY
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Linearis programok és extrém pontok

o Tétel: ha egy lineéaris program megengedett megoldasainak
halmaza korlatos, akkor az optimalis megoldas eloall a
megengedett tartomany valamely extrém pontjan

e Biz.: adva az alabbi linearis program

T

max c'x
st. Ax=0>b
x>0

e Egyéni izlés szerint atirhaté a max{c'x : A’z < b'} alakra

max cl'x
S.t. Ax <b
—Ax < —b

—x <0
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Linearis programok és extrém pontok

e Alinearis program X = {x : Ax = b, x > 0} megengedett
tartomanya poliéder

e Most tegyUk fel, hogy X korlatos, és legyenek X extrém
pontjai sorra @, T, ..., T

o Minkowski-Weyl er0s tétele miatt X felirhatd az extrém
pontjainak konvex kombinacidjaként

k
\V/.’L'EXZ CU:Z)\]'CU]'
1=1
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Linearis programok és extrém pontok

e Helyettesitsik ax-et a linearis programba
o A feltételeket & automatikusan teljesiti

o A Célfuggvény max CT(Zle )\jill‘j) — Imax Zle(CTCBj))\j

e Egy masik lineéaris programot kaptunk, melyben A;-k a
valtozok

k

max Z(Cij))\j

g=1

k
S.t. :E::Aj:: 1
j=1

AN >0 0 Vied{l,... k}
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Linearis programok és extrém pontok

- 2 k T N Wt _
Célunk tehat a ijl(c .’L’j))\j : ijl )\j — 1, )\j > ()
linearis program maximalizalasa

Konnyen belathatd, hogy ekkor elég kivalasztanunk azt az
extrém pontot, amelyre ¢’ x; maximalis. Legyen ez az
extrém pont x,,. Ekkora A\, = 1, \; = 0 : j # p valasztas
megoldja a linearis programot, és az optimum értéke

T
C” T,. []

Csak a korlatos esetre bizonyitottunk, de nemkorlatos
megengedett tartomanyu linearis programokra is érvényes
a tetel

A linearis program altalaban nem irhato fel az extrém
pontok szerinti formaban (amelyben konnyl megoldani),
mert gyakran exponencialis szamu extrém pont van

—-p. 21



Extrém pontok: példa

max I -+ 29

st. 1 + 22 < 0
<3 i) S 3
%= T, rg 2> 0

e Extrem pontok:

S R O R
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Extrém pontok: példa

o Készitsuk el a cTa:j

szorzatokat

c'zy=[1 2]
c'zy=1[1 2

cl'zs =1 2]

[6 0] % )

6 1 CTCD4 — [1 2]

oallww::wo::oo
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Termelésoptimalizalas — Gjra

e Feladat: egy papirgyar kétfajta papirt gyart: standard és
deluxe Kivitelt

o mindkét tipus 1 m*-éhez egyarant + m* fa kell

o a standard papir 1 m?-ének elkészitéséhez 1, a deluxe
kivitel elkészitéshez 2 munkaora szikséges

o minden héten 40 m® fa és 100 munkadra all
rendelkezésre

o a standard kivitel( papir 1 m?-én 3 ezer, a deluxe
kivitelln 4 ezer forint haszon van

o Kérdeés: mennyi standard és mennyi deluxe papirt gyartson
a papirgyar a profit maximalizalasahoz?
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Termelésoptimalizalas: megoldas

A x
100 2
max 3ry1 + 4xs
80 | S.t. %xl + %:1;2 < 40
T + 25[72 S 100
L1, L2 Z 0
60 |
e 2 valtozd: 2 dimenzids tér
e Nemnegativ valtozok: a megol-
40 | , e
dasok a pozitiv siknegyedben
20 |
| | | % > X
20 40 60 80 100 '

-p.25



Termelésoptimalizalas: megoldas

o Az els® kényszerfeltétel
%33’1 + %fl?z < 40

egy félteret metsz ki a sikbol

20 |
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Termelésoptimalizalas: megoldas

e A masodik kényszerfeltétel
T, + 2332 S 100

is egy félteret definial

20 1

X
BN 100y
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Termelésoptimalizalas: megoldas

100A %

80 |

60 |

B
20

e A megengedett tartomany
pontosan a két félter metszete
a pozitiv siknegyedben

20 40

‘ —» X
60 80 100 '
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Termelésoptimalizalas: megoldas

100

80 | e A célfuggvény 3, + 4xo

e Normalvektora: |}
e Megoldas: a megengedett tar-

tomany a normalvektor iranya-
ba esd maximalis pontja

A x,
60 1
40
20 -
> X

20 40 60 80 100
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Termelésoptimalizalas: megoldas

100/
80 | Megoldas
e Standard papir: z* = 60 m?
e Deluxe papir: x5 = 20 m?
e Profit: 260 ezer Ft

A x,
60 1
40
20 -
> X

20 40 60 80 100
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Logisztikai probléma

e Szallitmanyozasi vallalat:
o A és C pontok kdzott e
o 15t &ru 2/10 4/10
o minden 0sszekottetés
kapacitasa 10 t
o koltség ([Ft]): cap = 2, A e
) 3 3/10
CBC = ™ CAC d =15 d =15
A C

o cel: minimalis koltség



Logisztikai probléma: megoldas
A x_

15

min 2x4p + 4xpc + 3T ac
St. —xap —Tac = —15 10 1
—xaB +Tpc =0
rpe + Tac = 10

0<zusp <10 51
0 S L BC S 10
ngAC’SlO xBC
1 >
10 15
3
10

15

AB
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Logisztikai probléma: megoldas

.1 55 “!‘ XAC

o Az els® kényszerfeltétel 10 |

—XAB — T AC — —15

n

egy sikot metsz ki a térbol

\
N
\
\
N\
\
\
On

10
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Logisztikai probléma: megoldas

.1 55 “!‘ XAC

e Az masodik kényszerfeltétel 10 |-

—2aB +2pc =0

n

is egy sikot definial

10
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Logisztikai probléma: megoldas

e A harmadik feltétel redundans

e A két sik metszete tartalmazza
az 0sszes érvenyes folyamot

10
15

AB
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Logisztikai probléma: megoldas

154 XAC
e A kapacitasfeltételek egy
hasabot definialnak 10
0 S L AB S 10
0 S I'BC S 10 5L
0 S L AC S 10

15

AB

10
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Logisztikai probléma: megoldas

154 XAC

—

0

e A szakasz hasabon belili része

a megengedett tartomany

)
!

15

AB

10
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Logisztikai probléma: megoldas

e A megengedett tartomany a
2 4 3]" normalvektor
szerinti minimalis pontja

LT AB — 5)
LTBC — 5)
T AC — 10

15

AB

10

15

10

A, Xac

10

-p.38



\

Megengedett tartomany

X ={[zr1,22] 0 x14+22<6
— I —I—QCEQ S 8

L1, T2 Z 0 }
/ Korlatos: talalhato olyan origo

kbzéppontu véges (hiper-)
gdmb, mely az egész
tartomanyt magaba foglalja
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Megengedett tartomany

X ={lz1, 23] 0 —x1+ 229 <8
L1, X2 2 O}

4( Nemkorlatos: talalhat6 olyan
x € X pont és olyan d irany,
hogy az x-bdl d iranyba esd
0sszes pont a tartomanyon
bellli:

VA>0:x+Ade X
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Megengedett tartomany

A%
6 1
X:{[Qfl,ﬂfg]l 331—|—332§2
4 + —21 + 219 < —4
L1, L2 2 0 }
Ures: a félterek metszete az
ures halmaz
= -

A
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Optimalis megoldas

max 3r1 + X9
st. x1+x2<6

..... _ZE1_|_2:E2§8
.....~.. :C]_,:C2ZO
2 4 6

X
2
\
L
L]
...

N\

Egyedi optimalis megoldas
korlatos megengedett
tartomanyon: a celfliggveny
a maximumat egyetlen

X pontban éri el
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Optimalis megoldas

max —T1 + 9
S.t. —T1 + 22132 S 8
L1, T2 Z 0

Egyedi optimalis megoldas
nemkorlatos megengedett
tartomanyon

| | ?»X
2 4 6 1
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Optimalis megoldas

X
AV S max  —xj + 229
st. x14+2x22<06

— I —|—2£CQ S 8

4(‘% Ty, Tg 2 0

Alternativ optimalis
megoldasok korlatos
megengedett tartomanyon: a
celflggvény a maximalis
érteket tobb ponton is

5 4 5 1 felveszi
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Optimalis megoldas

max —I1 + 29
s.t. —x1 + 219 <8
L1, L2 Z 0

Alternativ optimalis
megoldasok nemkorlatos
megengedett tartomanyon
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Optimalis megoldas

max r1 + X9
S.t. —T1 + 25[?2 S 8
L1, X2 2 0

Nemkorlatos optimalis
megoldas: a célfuggvény
értéke a tetszOlegesen
névelhetd a megengedett
tartomanyon beldl
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