Bevezetés a linaris programozasba

Példak: termelés optimalizalasa, szallitas optimalizalasa,
folyamproblémak, portfélidtervezeés

Linearis programok altalanos formaja, elnevezések, matrix
alak

Linearis programmal modellezhetd problémak altalanos
jellemzoi

Egyeb: valtozok nemnegativitasa, minimalizalas és
maximalizalas, standard és kanonikus alakok, attérés a
kettd kozt

Jelblések, linearis algebrai alapfogalmak: vektorok,
matrixok, matrixok szorzasa, Euklideszi terek, linearis
flggetlenség, linearis egyenletrendszerek,
bazismegoldasok
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Termelésoptimalizalas

e Feladat: egy papirgyar kétfajta papirt gyart: standard és
deluxe Kivitelt

o mindkét tipus 1 m*-éhez egyarant + m* fa kell

o a standard papir 1 m?-ének elkészitéséhez 1, a deluxe
kivitel elkészitéshez 2 munkaora szikséges

o minden héten 40 m® fa és 100 munkadra all
rendelkezésre

o a standard kivitel( papir 1 m?-én 3 ezer, a deluxe
kivitelln 4 ezer forint haszon van

o Kérdeés: mennyi standard és mennyi deluxe papirt gyartson
a papirgyar a profit maximalizalasahoz?
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Modellezés 1: valtozok kivalasztasa

e Termelésoptimalizalasi probléma: az eroforrasok
optimalis allokacidja a profit maximalizalasa céljabol
e Valasszunk két valtozot:
o x: a standard papirbdl gyartott mennyiség [m?]
o x5: a deluxe papirbdl gyartott mennyiség [m?]
o Példaul z; = 12, x5 = 20 jelentése: 12 m? standard és 20
m? deluxe papirt termel a gyar, ehhez
o %1241 %20=16m°faés
o 1%12+ 2 %20 = 52 munkadra kell, amin
o 3x 1244 %20 = 116 ezer forint profit kepzodik
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Modellezés 2: kényszerfeltételek
e Alapanyagkorlat: a rendelkezésre &ll6 fa (40 m?) csak
korlatos mennyiségl papir eldallitasara elég:
%371 + %552 < 40

e Munkaerokorlat: az elérhetd munkadérak (100 6ra) csak
korlatos mennyiségl papir eloallitasara elég:

T+ 25132 S 100

e Nemnegativitas:

-p. 4



Modellezés 3: a célfiiggvény

e A profit: 3z + 4x5
e Cél: a profit maximalizalasa:

max 3xr; + 4xo

ugy, hogy kbzben a felhasznalt fa és munkaerd nem haladja
meg a rendenkezésre allb mennyiséget
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Linearis program

max 3dxr; -+ 4xs

S.t. 40

100

VARVA
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Linearis program: elnevezések

A valtozok linearis celfuggvenyéenek maximalizalasa (vagy
koltségfliiggvényének minimalizalasa)

A megoldas megfelel adott kényszerfeltételeknek, melyek
a valtozok linearis flaggvényei

A kényszerfeltételeknek megfeleld x1, x5 valtozdériékeket
megengedett megoldasoknak (vagy lehetséges
megoldasoknak) nevezz(k

A megengedett valtozdk halmaza a megengedett
tartomany (vagy lehetséges tartomany)

A célfuggvenyt maximalizalé/minimalizald megengedett
megoldasokat optimalis megoldasnak hivjuk

A valtozékra elojelmegkotés tehetd
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Modellfeltévések

e Eqgy feladat akkor modellezhetd és oldhatd meg linearis
programmal, ha az alabbi feltételek fennallnak

o Aranyossag: a célfuggvény/kényszerfeltételek
értékéhez minden valtozo értékével egyenesen
aranyosan, a tobbi valtozotdl fuggetlenul jarul hozza

o Additivitas: a célfliggvényben/kényszerfeltételekben a
valtozok linearis szorzatainak az 6sszege szerepel

o Folytonossag: a valtozok tetszolegesen kis értékei
megengedettek

o Determinisztikussag: a probléma paraméterei
ismertek és idoben allanddak
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Linearis programok altalanos alakja

max c6ir;y + CTy9 + ... T CphZp

S.t. a1y + Q199 + ... T+  Q1pTn S bl
211 + Q922 + ... + (QopTn < bg
Ami1T1 T AmaT2 <. T GmnTn < bm
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Linearis programok altalanos alakja

m: a sorok szama = a kényszerfeltételek szama
n: az oszlopok szama = a valtozok szama
c¢;. a j-edik valtozo koltsége
Z c;x;: koltsegfuggvény/célfiggvény
j=1
Z a;;x; < b;: az 1-edik kényszerfeltétel
j=1
o ai;: a kenyszerfeltételek egyutthatoi
o b;: ai-edik ,right-hand-side” (RHS)
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Linearis programok matrixalakja

A kényszerfeltételek matrixa (m x n):

aipr aiz ... Qin
as1 A929 ... A9n
A =
_aml Am2 .- - amn_

A koltségvektor (1 x n, sorvektor): ¢! = [c; ¢y ... ¢,

A RHS vektor (m x 1, oszlopvektor): b = [by by ... b,,|"
A valtozok vektora (n x 1, oszlopvektor):

£r — [1‘1 L9 ce wn]T



Linearis programok matrixalakja

max [ C1 Co ... Cn} xr

a1 di12 A1n by

a21 as29 ... dA9n b2
S.t. _ _ _ , x <

_aml Am?2 amn_ B bm_

x > 0
max cl'x
st. Ax <b

x>0
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Termelésoptimalizalas

max 3r1 + 4
S.t. %xl + %xg < 40
r1 + 229 < 100

T, T2 > 0
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Villamosenergia-szallitas optimalizalasa

e Feladat: egy eromivallalat 3 eromibol 4 varost lat el. A
varosok igénye adott, azonban az eromuvek kapacitasa
korlatos. A villamosenergia szallitasa az erom{ és a varos
tavolsaganak fliggvényében no, a veszteségek miatt

o Kérdés: melyik varost melyik erdmibdl szolgaljuk ki, hogy
a veszteség minimalis legyen?
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Villamosenergia-szallitas optimalizalasa

e Szallitasi probléma: az igények hozzarendelése a
kapacitasokhoz a koltségek minimalizalasa mellett

Erom Varos
Kapacitas | Varos1 | Varos2 | Varos3 | Varos4
Erom(1 35 8 6 10 9
Erdm(2 50 9 12 13 7
Eromi3 40 14 9 16 3
lgény 45 20 30 30

(Kapacitas: [GWh], Igény: [GWh], Kéltség: [millié Ft/GWHh])
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Modellezés 1: valtozok kivalasztasa

e 1,;;: az i-edik eromibol a j-edik varosba szallitando
villamosenergia mennyisége [GWh]
o Példaul x4 jelentése: az Eromii1-ben megtermelt

energiabol a Varos4-be szallitott villamosenergia
mennyisege
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Modellezés 2: kényszerfeltételek

o Ellatasi feltétel: az i-edik eromiibdl szallitott energia
mennyisege nem haladja meg annak kapacitasat:
4
Z z;; < kapacitas,
71=1
e Igényfeltétel: az j-edik varosba pontosan az ott igényelt
mennyiségu energiat kell szallitani:
3
Z Ti; = igeny;
1=1

e Nemnegativitas: negativ értékii vilamosenergia nem
szallithato:

ri; >0  Vie{l1,2,3}, Vje {1,234}
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Modellezés 3: a célfiiggvény

e Az i-edik eromUb0dl a j-edik varosba pontosan z;;
mennyiségu energiat szallitunk, ennek koltsége:

o Cél: az 6sszkoltség minimalizalasa:

3 4
min SJ SJkoItsegijxij

i=1 j=1

ugy, hogy x;; eleget tesz az ellatasi, az igény- és a
nemnegativitasi feltételnek
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Linearis program

min 81611 + 65512 + 10£C13 + 9£E14 + 95521 + 123322—|—
13$23 -+ 71‘24 -+ 143331 -+ 9$32 -+ 165[733 -+ 551734

S.t. T11 + T19 + X13 + 214 S 39
21 -+ 929 + X923 + Loy § 50
31 -+ X392 + X33 -+ L34 S 40

11 T T21 + T31 =45
XT12 T T2z T T32 = 20
T13 + Ta3 1+ X33 = 30
XT14 + To4 + T34 = 30

Lij > 0 Vie {1,2,3},
Vi e{1,2,3,4}
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A szallitasi probléma altalanosan

e Adott m termelési pont, az S, =1 Q

1-edik kapacitasa s; (supply) c. c
s . . 1 21

o Adott n fogyaszto, a j-edik S c,, @

igénye d,; (demand) e
2n

e Egységnyitermék . ‘ °
szallitasanak koltsége az . C \ .
i-edik termelési ponttdl a Coo

j-edik fogyasztoig ¢;; s @
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A szallitasi probléma altalanosan

m n
min ;J ;ch’j:ljij

=1 j5=1
StZZCmSSZ \V/ZE{l,,m}
7=1
Zﬂfij: j V]E{l,,n}
1=1
ZCZJZO ViE{l,...,m},

Vjedl,...,n}
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Az optimalizalas iranya

e Ha a célfliggveny
o profitot fogalmaz meg: maximalizalas
o koltséget jelent: minimalizalas

e Konverzié:

max{c'xz : Ax < b,z > 0} =

—1*min{—c'z: Ax < b,z > 0}
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A kényszerfeltételek formai

e Egyeniotlenségek és egyenloségek: a szallitasi
problémaban kétfajta kényszer szerepel

o Ellatasi feltétel: ijl r;; < kapagcitas,
o Igényfeltétel: Zle Ti; = igéeny;

e Konverzid: egyenlotlenség — egyenloség

o ,,<”tipusu kényszerfeltetel: egy ujonnan bevezetett
mesterséges (,slack”) valtoz6 hozzaadasaval

n

n
Za’ijxj S bz - Zaijxj -+ CCSZ. — bi, 3382. Z 0

j=1 j=1
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A kényszerfeltételek formai

e Konverzid: egyenlotlenség — egyenloség

o ,>"tipusu kényszerfeltetel: mesterseges (,slack”)
valtoz6 kivonasaval

n

n
E Qi Z bz — E Qi il — ZCSZ. — bi, 51787; Z 0

e Konverzid: egyenloség — egyenlotlenség

o egy ,=" tipusu feltétel helyettesithetd egy ,<” és egy ,>"
tipusu feltétellel

n

n
Zaijxj — bz :Za/ijxj < bz

g=1 g=1

n

Z aijrj 2 b

7=1 —p. 24



A valtozok elojele

e A gyakorlatban szinte mindig nemnegativ

e Nempozitiv valtozo helyettesitése: x; = —x’
aijxj — —CLZ'jZC;
C;i%; —Cj;

e Szabad valtozo helyettesitése: z; = x; — z/

S / !
;O r; 20, x5 >0

CLZ'jZIZ'j — Clij (ZC; — 33;/)
CjCIZ'j Cj([C;- — [Ij;/)

L
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Kanonikus és standard alak

Minimalizalas

Maximalizalas

min ¢! max ¢’ x
Standard alak s.t. Ax = b s.t. Ax = b
x>0 x>0
min ¢! max ¢’ x
Kanonikus alak st. Ax > b st. Ax < b
x>0 x>0
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e Feladat: egy szallitmanyozasi vallalata A, B, C', D és E
pontok k6zo6tt fuvarozas céljabol az alabbi hajéjaratokat
veheti igénybe, melyek mindegyike mas koltséggel szallitja
az aru tonngjat (c, [millid Ft/t]) és mas teherbirasu (u, [t]).

o Kérdés: A és F pontok kdzott 15t aru széllitasa minimalis

kOltséggel

Logisztikai probléma

clu B C D E
A 2/7 | 1/10 | - -
B - - 4/6 -
C - - 3/8 | 15/60
D - - - 5/10
E _ _ _ _
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Logisztikai probléma

e Folyamprobléma: a szallitdsi probléma altalanositasa
o csak bizonyos pontok kdz6tt van 6sszekdttetés
o az 0sszekottetesek kapacitasa veges
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Folyamprobléma

e z,;;: az i pontbol a 5 pontba kézlekedd hajon szallitandod aru
mennyisége [i]

e 1 folyamot definial a G(V, F) gréafon:
O kapaCitéSfeltétel: \V/(Z,]) c kb Lij < Ui

o folyammegmaradas: az : pontba befolyé és az onnan
kifolyo folyamok 6sszege megegyezik az ott jelentezo
igény és termeék kildnbségével:

\V/’iEVZ Z Cl?jz'— Z xZ]:dz
j:(ji)ER j:(i,5)eR
o nemnegativitas: V(i,j) € £ :z;; > 0
® C“)SSZk(-jltSég: Z(z J)eE CijLij

-p.29



Logisztikai probléma

min 2xAp + zac + 4xpp + 3xcp + 5o + 5TrpE
st. —raApBp — TAC

TAB — TBp = 0
+ TAC — TCD — ZICE = 0

TBD oD — zpgp = 0

rcg + Tpg = 15

TAB < 7
LAC < 10

TBD < 6

O D S 8

TOR < 60

zpp < 10

> 0

LAB> LAC TBD> LCD> LCE> TDE
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Logisztikai probléma

1 -1 0 0
1 0 -1 0
0 1 0 -1
0 0 1 1
0 0 0 O
1 4 315 5,

€PT —
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Minimalis koltségiu folyamprobléma

min cl'x

st. Nax=d
r<u
x>0

e Az IN matrix specialis, jellemz06 a halézatra

o neve: illeszkedési matrix
o jelolése: N
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Logisztikai probléma

e Feladat: az elobbi haj6zasi utvonalakon most nem egy, de
két szallitmanyozasi vallalat fuvarozik: az elsd vallalat A és
E kozott 15t arut, a masodik C' és F kozott 20 t arut szallit

o Keéerdés: a minimalis kdltségl aru-hajé hozzarendelés, a
hajok teherbirasanak figyelembevételével
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Logisztikai probléma

e 271 ak véllalat dltal az i pontbél a j pontba kdzlekedd
hajon szallitando aru mennyisege [t]
e Az aruk nem keverednek, ezért adott k-ra z;; : (i,j) € E
folyamot alkot, melyre onalldan teljesul
o afolyammegmaradas: Nx* = d*
o a nemnegativitas: " > 0

e Adott hajon szallitott aru egyuttesen nem haladhatja meg
annak teherbirasat: ' + 2 < u
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Logisztikai probléma

e Az elsoO vallalat:

dl

e Az masodik vallalat:

d2

0

0
—20
0

20

55,143
37}40
3711917
Tep
T
Thp

2

LAB

72
2AC

xg D

LoR
2

LDE_
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Tobbtermékes folyamprobléma

e K:a

min g claxh

keK
st. NzF=d* Vkec K

S o<

x>0 Vk € K

Jermékek” halmaza
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Portfoliotervezeés

e Feladat: egy 4 évig tartd épitkezés finanszirozdsahoz egy
cégnek az elso évben 2 millio, a masodik évben 4 millid, a
harmadikban 8 és a negyedik, utolsé évben 5 milli6 forintra
van szuksége, melyet hosszu lejaratu kotvények eladasabol
kivan eloteremteni. A kdtvényeket folyamatosan kell fizetni
az épikezés befejezése utani évtol kezdve 20 évig, a
varhaté kamatkilatasok az elso évre 7%, a masodikra 6%,
majd 6.5% és 7.5%. Az épitkezésre el nem koltdtt pénzt a
cég rovidlejaratu értékpapirokba fekteti, melyekre a
kamatnyereség az elso évben 6%, a masodikban 5.5%, a
harmadikban pedig 4.5% (a negyedik evben mar nem
érdemes befektetni).

o Kerdés: mi az optimalis portfolio?
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Portfoliotervezeés

[ S I 4

meghatarozasa

o a kotvényekibocsatasbdl befolyd penzre kamatot kell
fizetni

o a befoly6é pénz egy részét mindenképpen az épitkezésre
kell kélteni

o a masik része befektethetdo, amely bevételt eredményez,
ellensulyozva a kibocsatas kamatterheit

o mennyi kotvenyt érdemes kiadni és a befolyd pénz

mekkora részét érdemes befektetni az elsd, masodik,
stb. évben, figyelembe véve a kamatkilatasokat?
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Portfoliotervezeés

xr;: 7 =1,...,4: a j-edik év elején kibocsatott kotvények
pénzerteke [millio Fi]
y; -7 =1,...,3: a j-edik év elején ertekpapirba fektetett
pénz ertéke [millio Fi]
Az els® évben befolyt pénz (z1) egy részét (2 millié Ft) az
épitkezésre kell kélteni, a maradék befektethetd (y;)

T =2+ 1y

A masodik évben
o bevétel: kétvénykibocsatasbdl (x5) és az elozo évben
befektetett pénz kamataibdl (1.06y;)

o kiadas: épitkezés finanszirozasa (4 millié Ft) és Ujabb
rOvidtavu befektetés (ys-)

To + 106y1 =4 + Y2
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Portfoliotervezeés

e A harmadik évben
o bevétel: kétvénykibocsatasbdl (zs3) és az el6zo évben
befektetett pénz kamataibdl (1.055y5)
o kiadas: épitkezés finanszirozasa (8 millié Ft) és Ujabb
rovidtavu befektetés (ys3)
x3 + 1.055ys = 8 + y3

e A negyedik évben

o bevétel: kétvénykibocsatasbdl (x4) és az elozo évben
befektetett penz kamataibdl (1.045y3)

o kiadas: épitkezés finanszirozasa (5 millié Ft), Gjabb
rOvidtavu befektetés mar nincs
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Portfoliotervezeés

e Cél: a kibocsatott kdtvényekre fizetendd kamat
minimalizalasa

o A kotvényeket 20 év alatt kell visszafizetni, a kibocsatas
évében aktudlis kamatszint szerint

o az elsd évi kdtvény kamata: (20 * 0.07)x,

o a masodik évi kdtvény kamata: (20 % 0.06)x5

o a harmadik évi kétvény kamata: (20 % 0.065)x3
o a negyedik évi kbtvény kamata: (20 x 0.075)x4
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Portfoliotervezeés

min (20 % 0.07)x; 4+ (20 % 0.06)x5 +
(20 % 0.065)x3 + (20 % 0.075) x4
S.t. 1 — Y = 2
1.06y; +x9 —ys =4
1.055ys + 13 —y3 = 8
1.045ys + x4 = 5
z; >0 Vie{l,...,4}

y; >0 Vie{l,...,3}
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A linearis programozas alkalmazasai

e Menedzsmenttudomanyok
o termelésoptimalizalas
o portfolidtervezés
e Logisztika
o szallitasi problamak
o munkafazis-Utemezés
e Tavkodzlés
o halbzatoptimalizalas
o Utvonaltervezés
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Jelolések: vektorok

o
Lo .

Oszlop n-vektor: © = [z;| = | . |, elemei z;-k
'CC’I’L

Sor m-vektor: ©¥ = [z;] = [ #1 ... |, elemeiz;-k

Zéro vektor: 0

1-vektor (minden eleme 1): 1

Az i-edik kanonikus egységvektor: e;, e;’

e, =[ 0 0 ... 1 .. 0

\I_I

~
1 az i-edik poziciéban

—p. 44



Miuveletek vektorokkal

e Vektorok osszege: paralelogramma szabaly

r+vYy

e Vektor szorzasa skalarral: \x = [\x;]
e Egy sor n-vektor és egy oszlop n-vektor skalarszorzata

fl?Ty — i LilYi
i=1

Y1
Y2

Yn

B3 erl_
To + Yo

o+ Y
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Linearis fuiggetlenség

Egy b vektor az a, a-, . . ., a; vektorok linearis

k
kombinacioja, ha b = E A;a; valamely A, Ao, ... A
1=1
valds szamokra
Az ai,a., ..., a; vektorok linearisan fluggetlenek, ha

k
1=1

Az ay,a,, ..., a; € R" n-vektorok kifeszitik az V' C R"
vektorteret, ha minden V' -beli b vektor felirhaté az a;
vektorok linearis kombinacidjaként

Az V vektorteret kifeszitd n-vektorok minimalis a, a, .. .,
a; halmaza V' egy bazisa, k pedig IV dimenzidja
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Jelolések: matrixok

e Egy m X n méretl A matrix

1
ai; Qa9 A1n a
g1 Aoy -+  QA2p a’
A =a;;] = _ _ _ — _ = |ay,as, ..., a,
m
_aml Am2 amn_ _CL _

e A zéro matrix minden eleme 0

e An X n méretl egységmatrix
1 0 --- 0
0o 1 ---

In — ]
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Miveletek matrixokkal

e Matrixok 0sszege: ha A és B m X n-es, akkor
A+ B = |ag + b

e A (m X p)és B (p x n) matrixok szorzata C = AB
(m X n)

p
Cz’j — aikbkj = a bJ
k=1

e Ha A n x n-es kvadratikus matrix és AA~! = I, akkor
A1 az A matrix inverze

e Az inverz létezik, ha A sorvektorai (oszlopvektorai)
lineérisan fliggetlenek (A nemszingularis)

e Az A matrix linearisan fliggetlen oszlopvektorainak
(sorvektorainak) szama A matrix rangja
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Determinans

e Egy n x n valds értékll A matrixhoz tartozé determinans
det A = Z CLZ]AZJ
1=1

ahol a;; A matrix (¢, j)-edik eleme, A;; pedig a;; kofaktora,
amelyet ugy kapunk, hogy kitoroljuk az :-edik sort és a
7-edik oszlopot és vesszik a maradék determinansat
beszorozva (—1)"*7-nel

o det A = det AT

e ha B-t ugy kapjuk, hogy A két sorat vagy oszlopat
felcseréljik, akkor det B = — det A

e A nemszingularis akkor és csak akkor, ha det A # 0
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Linearis egyenletrendszerek

Legyen A egy m x n méretl matrix és b egy oszlop
m-vektor. KeressUk azt az « oszlop n-vektort, amire
Ax = b teljesll

Ha b az A oszlopaitél linearisan fliggetlen, akkor nem irhat6
fel azok linearis kombinaciojaként, igy nincs megoldas
Legyen rang(A) = rang(A,b) = k

Rendezzik at A és b sorait Ugy, hogy az elsd k sor legyen
linearisan fliggetlen

o A, _ b,
S
ahol A k x n méretli és A, (m — k) x n méretll matrix, és

rang(A;) = k, és by oszlop k-vektor, by pedig oszlop
(m — k)-vektor
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Linearis egyenletrendszerek

Ha A,x = by, akkor Asax = by is automatikusan teljestil,
mert [As by] matrix sorai felirhatéak [A; b, | sorainak
lineéris kombinacidjaként. Hagyjuk el az Asa = by sorokat

Mivel rang(A,) = k, ezért A; oszlopaibdl kivalaszthaté k
linearisan fuggetlen oszlop
Rendezzik ezeket az els6 k oszlopba: A; = |[B N|, ahol

o B egy k x k méretl, kvadratikus, nemszingularis matrix
(neve bazis matrix)

o NN egy k X (n — k) méretli matrix (nembazis matrix)

LN
a B oszlopaihoz tartozé, x n pedig az IN oszlopaihoz
tartozé valtozok vektora

, -y s e £r
Hasonloan, rendezzik at « elemeitis: x = [ B] , ahol x g
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Linearis egyenletrendszerek

e Az atrendezett egyenletrendszer

B N| [ii] = by, vagyis Bxg + Nxny = b,

e Balrdl szorozva B inverzével és atrendezve
rg =B 'b— B '!Nxxn

e Ha k = n, akkor egyedi megoldast kapunk: £z = B~ 'b,
(bazismegoldas)

e Ha k < n, akkor xy tetszOlegesen megvalaszthatd, ekkor
végtelen szamu megoldas létezik
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Linearis egyenletrendszerek: példa

r1 -+ 2$2 -+ Xr3 — 21’4 = 10
— 1 + QZCQ — I3 + X4 = 06
To + X3 = 2
e Matrixalakban
1 2 1 —2] - 10
—1 2 —1 1| ¢ = 6
0 1 1 0 2

e Bazismegoldast kereslink: irjuk fel (A, b) matrixot és
valasszunk generaldelemet

1 2 1 —2] 10 ]
1 2 —1 1| 6
0o 1 1 ol 2




Linearis egyenletrendszerek: példa

e Adjuk hozz4 az els0 sort a masodikhoz majd valasszunk Uj

generaldelemet

e Hasonldan

O =

—t

-

—_— O O

—2
—1
0

|
INTEFN I

|
N e L N

10

16
2

-p. 54



Linearis egyenletrendszerek: példa

Az eredeti egyenletrendszer: Ax = b

Az elsb 3 oszlopot vélasztva bazisnak: |[B IV| [

Beszorozva balrél B~ *-gyel

—2

x4 tetszolegesen valaszthatd

LB
LN

|-
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